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ECRICOME 2023 I

Exercice 1 -
Partie 1

1. Voici la fonction Python complétée :

import numpy as np

1

2

3. def suite(n,ul):

4. u=ul

5 for k in range(n-1):
6 u=u*x5/12+1/3

7 return(u)

2. a) Jerésousl'’équation demandée :

5 1 5 1 7 1 1 12 4
X=—X+—- — X——X=—- — —X=- — X=—X—=—,
12 3 12 3 12 3 3 7 7
b) Soitn >1. Jexprime v,;; en fonction de v, :
5 1 5 1
Uns1 =Upi1—¥=—up+—-—-¥0=—xvp+0)+--¢
n+l n+l1 12 n 3 12 (n ) 3
5 5 1 5
=—VUp+t—xl+-—-0=—v,,
12 12 3 12

5 1 5 1
puisque ¢ estla solutionde x= —x+—-, ie. —x{l+—-—-¢=0.
12 3 12 3

Ainsi j’ai bien montré que la suite (v,),>) est une suite géométrique, de raison g = T

5
c¢) Comme la suite (v,),>1 est géométrique, de raison g = 1z et de premier terme vy,

alors son expression explicite est donnée par

5 n—1
Vn=>1l vy=vx|— .

d) Enfin, comme pourtoutn>1, u,=v,+¥¢ etquev,=u;—¥,alors

5 \"-1 5 \"71 4 5\ 1 4
unzle(ﬁ) +€:(u1—€)x(ﬁ) +€:(ul——)x(—) + —.

Partie 2

3. a) Jecalcule les produits matriciels AX; et AXj :

9 4) (4] (36+12) (48 4
AXl‘(e, 8)X(3)_(12+24 ‘(36)‘12X(3)‘12XX1’

wne= (s )< (3= (3]s (i) -oee
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4.

5.

6.

7.

b) D’apres la question précédente, comme X; est une matrice colonne non nulle telle que
AX; =12Xj, alors 12 est une valeur propre de la matrice A, associée au vecteur propre X.
De méme, comme X, est une matrice colonne non nulle telle que AX, =5X), alors 5 est
une valeur propre de la matrice A, associée au vecteur propre Xj.

Comme il s’agit d'une matrice carrée de taille 2, je calcule le déterminant de la matrice P :
det(P)=4x1-3x(-1)=4+3=7#0.

Comme le déterminant est non nul, alors la matrice P est inversible
et la matrice inverse est donnée par

1 1 —-(-D) 1(1 1
1_ 2 i -
P _7x(—3 4 ) 7(—3 4) Q.
J’effectue le produit matriciel PDP~! dans le but de retrouver la matrice A :

4 -1\ (12 0] (48 -5
PXD‘(s 1)X(0 5)_(36 5)
48 —5) 1(1 1)_1X(48+15 48-20

36 5) 7\-3 4]~ 77|36-15 36+20

PDxP_I:(
7

_L(63 28)_(9 4)_,
7121 56) |3 8/
Finalement j'ai bien montré que A= PDP™ !,
Je raisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: A" =PD"P!
Initialisation : Pour n =0,
A’=1, et PD°P'=PLP'=PP'=].
Ainsi Py est vraie.

Hérédité : Soit n > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypothése de récurrence, A" = PD"P~!. Alors

A"l = A"x A= PD"P ' x PDP ' = PD",DP™' = PD"DP"! = pD"" P!,

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe
de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, A"=pD"p7l

1/1 1 1 1(1
-1 _ _ = —_
x=ax=3 ()< (o)=3 )
b) Grace ala question 6., je sais que A”X = PD"P~'X. Je connais P! X
et comme la matrice D est diagonale, alors pour tout entier n € N,

12" 0
0 5"

a) Je calcule le produit :

-
Finalement je termine le produit matriciel : pour tout entier n € N,
4 12" o) 1({1) 1 12"
D"xPX = X — ==
0 5" 7\-3 7\-3x5"

9 4 -1} 1 12" 1(4x12"+3x5"
A"X=PxD"P7'X = X = == .
3 1 7\-3x5") 7\3x12"-3x5"
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8. b; correspond a la probabilité qu'’il pleuve le premier jour.

Partie 3

Or il fait beau le jour 1.

Donc b; =0.
3
Puis comme il faut beau le jour 1, la probabilité qu'’il fasse beau le jour 2 est e
3 1
Ainsi aa=- et by=l-a=1--=-.
2= 2 2 11

9. a) D’apres la formule des probabilités totales, comme {An, B} forme un systeme complet

d’événements, alors

P(Ap+1) = P(An nAn+1) +P(Bn mAn+1) = P(Ay,) x PAn(An+1) + P(By) x PBn(AnH)-

La probabilité qu’il fasse beau le jour n + 1 s’il fait beau le jour n est P4, (A;+1)

1
et la probabilité qu’il fasse beau le jour n + 1 s’il pleut le jour n est Pg (Aj41) = 3

Ainsi j'obtiens bien que

P(A) = P(Ag) x 5 + P(B) x - =

3
4

3 1
—=P(Ap) + =P(By).
3 4(n) 3(n)

De la méme manieére, j'obtiens aussi que

P(Bp+1) = P(Ap) X P, (Bp+1) + P(By) % Pp,, (Bp+1)

=P(A )x(1—§)+P(B )x(l—l)—lP(A )+EP(B )

an

bn

9 4
M x an :i 5 an

b) Je calcule le produit M x (

dans le but de retrouver les expressions de a,+1 et b4 :

9a, +4by, 3 1

_i(Qan+4bn)_ B B 7%t 3bn _(an+1)
12 47" 3

Finalement j’ai bien montré que (a”“) = M x (a").
bn+l bn

c) Comme {An, B} forme un systeme complet d’événements, en particulier les deux évé-
nements sont contraires I'un de I’autre et

10. a)

an+by=P(A;)+P(By) =1.

Je raisonne par récurrence sur n € N*.

. _1(1
Enoncé: Je note P, la propriété : (Z”) =M"1! (0)
n

Initialisation: Pour n =1,

Ainsi P; est vraie.

|

a
by

o) et 2 (o) =fo) = [o)
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Hérédité: Soit n > 1. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.

11 .
Par hypotheése de récurrence, (Z") =M1 ( 0). Et grace a la question 9.b),

n

An+1 an n—-1 1) n (1)
=M x =MxM =M .
(bn+1) ( n) (0 0
Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 1, i.e.

* an _ n—l]-
amen, ()= (1)

1 1(1 1 (1 1 _
b) Comme M = — A, alors pour tout n > 1, M"! = A1 = AV lx,
12 0 12n-1 0 1271

Or cette matrice ayant été calculée dans la partie précédente, j'en déduis que pour tout
entier n > 1,

5 n-1
by 12"1 7\3x12"71-3x5"71] 7 5\
3-3x E

En particulier, pour tout n > 1,

4 3(5)”‘1 3 3(5)”‘1
ap,=—+—-|— et by=—-—=|— .
7 7\12 7 7\12

3 1
11. a) D’apresla question 9.a), a,+1 = Zan + §b” et d’apres la question 9.¢), b,, =1 — a,,.

Alors en combinant ces deux équations, j’'obtiens bien que

3 1, 3 .1 (1-a) (3 1) L5 1
anr1=—-an+-bp=—-ap+—-x(l—ay)=|-—-=|ap+=-=—an+-.
nHL T T gt T fn g WT\s 3) T3 T 12"

b) La suite (a,),>1 étudiée dans cette partie vérifie bien la définition de la suite (u,),>1
étudiée dans la Partie 1, avec u; = a; = 1€ [O, 1]. Alors en me servant du résultat de la
question 2.d) avec u; = 1, j'obtiens bien que pour tout entier n > 1,

(1 4) (5)"—1+4 3(5)"—1+4
aA,, = —— | X | — —_ = = — —.
" 7 12 7 7\12 7

¢) Enfin jobtiens aussi que pour tout entier n > 1,

3(5\*! 4y 3 3(5)\*!
7112 7) 7 7\12

5 5 n—1
12. Comme -1 < — < 1, alors lim (—) =0. Finalement par somme,
12 n—+oo\ 12

3 3
et lim b,=--0=-.
n—+oo 7 7

N

) 4
lim a,=0+=-=
n—+oo 7
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13. a) Je cherche P(A1 NAyN---NAgN Blo). Par la formule des probabilités composées,
et comme le temps ne dépend que de celui de la veille,

P(A1nAsn---nAgNBig) = P(A1) x Py, (Az) x Pa,(Ag) x -+ x Py (Ag) x Pag(Bio)

4 49

=]lxXx—X--xXx=—x—-=1x

4

3 3 1 (3)8 1 38
X
4

b) Je cherche P(Bjg). Or

P(Big) = b 3 3(5)10‘1_3 3(5)9
1= 7107277112 “7 7\12)
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Exercice 2 -
Partie 1

1. Je cherche a savoir pour quelles valeurs de x 'expression f(x) est définie.

 Pour tout x € R, 'exponentielle e” est définie et positive.

e En particulier, 1 +e”* > 0 et comme la fonction In est définie sur R},
alors I'expression f(x) =In (1 +e* ) est bien définie pour tout x € R.

J’ai bien montré que la fonction f est définie sur R.

2. Lafonction f est dérivable sur R. f est de la forme In(u), avec u(x) =1+e”*.

Comme u'(x) = e*, alors
u'(x) e*

vRER L= T T e

En me servant du fait que pour tout réel x, e* > 0, alors j'obtiens que le quotient f'(x)
est strictement positif, donc que la fonction f est strictement croissante sur R.

3. Je calcule la limite en —oo en décomposant :

lim 1+e*=1
X——00

;(lml In(x) = 0 Par composition, xl—i>IPoo f(x)=0.

J’en déduis alors que la droite d’équation y = 0 est asymptote oblique a la courbe Cy
au voisinage de —oo.

4. a) Jeraisonne de méme pour la limite en +o0:

lim 1+e*=+0c0

X—+00 s ;

) Par composition, lim f(x) = +oo.
Xhm In(X) = +o0 P x—>+oof( )

—+00

b) En factorisant par I'exponentielle e”, jobtiens que pour tout x € R,
f)=In(1+e*)= ln(ex (e_x+1)) =In(e*)+In(e™+1)=x+In(1+e ).

c) Puisque lim 1+e™*

=1+0=1, alors par composition,
X—+00

lim f(x)—x= lim In(1+e )= limIn(X)=In(1) =0.
X—+00 X—+00 X—1

Comme la limite de la différence est nulle, alors j’en conclus que la droite (D)
d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe Cy au voisinage de +oo.

d) PourtoutxeR, f(x)—x=In(l+e*). Or e *>0 donc l+e *>1
et par croissance de la fonction In, j’en déduis que Vx e R, f(x)—x=In (1 + e_x) > 0.
Alors la courbe Cy est située au-dessus de I'asymptote (D) pour tout x € R.

5. L'équation de la tangente a la courbe C¢ au point d’abscisse 0 est donnée par

y=f"(0)x (x=0) + f(0).

eO

1+e0 1+1

Or fO=In(1+e’)=In(1+1)=In@) et f(0)= >

Finalement I'équation de la tangente (7) est donnée par

—lxx+ln(2)—f+ln(2)
Y=3 ) '
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6. a) Jesais déja que f est strictement croissante, je connais les limites et la valeur en 0.
Voici donc le tableau de variation :

X —00 0 +oo

+00

[

In(2)

-

0

b) Gréce au tableau de variation, a la tangente en 0 et aux asymptotes en —oo et +00,
je peux tracer I'allure de la courbe Cy :

C
y f
D
5l (D)
9L (7o)
1 4
In(2)
-3 —2 -1 1 2 3 X
Partie 2

7. a) Déja, Vxe[0,1], VneN, gy(x)=In(1+e™) et gp1(x)=In(1+e DY),
Alors comme les fonctions exponentielle et logarithme sont croissantes,
pour tout x € [0,1] et tout n €N,
n+l>n < wmW+)x>2nx << —-(m+D)x<—-nx

—(n+1)x nx

— e WDXx et  — 1ie <l+e”

= In(l+e ™) <In(1+e™) <= gu1(x) < gnlx).

b) SoitneN. Sipourtoutxe [0, 1], gn+1(x) < gn(x), alors par croissance del'intégrale,

1 1
f gn+l(x)dx<f gnx)dx <= I <I,.
0 0

Ainsi la suite d'intégrales (I5,) ., est bien décroissante.

¢) Par un raisonnement similaire a celui de la question 4.d), pour x € [0, 1] etnelN,

—nx

e™>0 = l+e™>1 = gy =In(l+e™)>In(1)=0.

Alors par positivité de I'intégrale, jen déduis que VneN, I, >0.
En particulier la suite (), est minorée par 0.

Comme celle-ci est aussi décroissante, alors le théoréeme de la limite monotone
me permet de déduire que la suite (1) 2>p €St convergente.

7
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8. a)

b)

c)

d)

1 1
Soit neN. Je cherche a calculer I, = f gn(x)dx = f In(1+e™")dx.
0 0

Je raisonne par intégration par parties : j introduis un facteur v'(x) = 1 dont une primi-

tive est donnée par v(x) = x et je dérive g,(x) en utilisant que la dérivée de In(u) est
!/ —nx

u
donnée par —. Ainsi g, (x) = Toore et d’apres la formule d’intégration par parties,
u e

1 I _pxe X
—f “nxe gy
0 o l+e™

nx

1 1 1
fgn(x)dx:[xgn(X)] —f xxg;l(x)dx:[xln(1+e_”x)
0 0 Jo
n 0 1 xe”
=1xIn(l+e )—0><1n(1+e)—(—n)xfom
1 xe nx

:ln(l+e_”)+nf

o 1l+e™ 1
J’ai bien montré I'expression souhaitée.

J’ai déja montré a la question 7.c) que pour tout entier n, I, > 0.

Aussi, dans cette méme question, je montre que pour n € N et x € [0, 1], 1l+e ™ >1.

1
Alors Fpp < 1 =1 etpar croissance de I'intégrale, pour tout n € N,
e

lxe—nx 1 1
f—dng xe dx = Ingln(1+e_”)+nf xe " dx.
1 —nx
0 +e 0 0
1

Finalement, j'ai bien montré que VneN, 0<I,<In(l+e ")+ nf xe ™ dx.
0

1
Soit n € N*. Je cherche a calculer f xe " dx. Jeposedonc
0

nx

u(x)=e" et v(x)=x

de sorte que
—nx

ulx)=-—

et v'(x)=1.
Alors par intégration par parties,

1 e % 1 1 e %
f xe Mdx = xx(— ) —f lx(— )dx
0 n 0 0 n

-n 0 1 ,—nx -n

e e e e

:—lx—+0><—+f dx=—+
n n 0

e e e
= —_— —_— =}

n n? n? n n?

e 1-e™"

n

En combinant les résultats des deux questions précédentes, j'obtiens un encadrement
de I, pour tout entier n :

1 _
J’ai bien montré que pour tout entier 7 non nul, f xe Mdx =
0

—e " 1-e™" 1-e™"
Oélnéln(1+e‘”)+nx( +— ):ln(1+e‘”)—e‘”+
n n n
Je cherche alors les limites des bornes: comme nlirP e =0, alors
. —n . “n . 1-e™
lim In(1+e™")=1In(1) =0, lim —e™”=0 et lim =0.
n—+o0o n—+00 n—+oo n
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—-n

1o

=0, etcomme lim 0=0,

Alors par somme, lim In(1+e™")-e
n—+oo n—+o0o

alors le théoréme des gendarmes me permet de conclure que la suite (1) >0 converge
(je le savais déja) et que
lim I,,=0.
n—+oo

9. a) Voici une fonction Python permettant d’évaluer la fonction g,, aprés importation de

la librairie numpy :
1. import numpy as np
2.
3. def gn(n,x):
4. return np.log(l+np.exp(-n*x))

b) Deux tracés sont visibles sur la figure :

« le nuage de points dont les ordonnées sont données par le vecteur L_y,

contenant les valeurs de ni,,
2
/4
e une portion de la droite horizontale d’équation y = 1z

Je remarque que les points se rapprochent de la portion de droite, ce qui me permet
2

/4
de conjecturer que la suite (nl,) > st convergente et admet pour limite le réel 1z



© Alex Gélin CORRIGE ECRICOME 2023

Exercice 3 -

1. Je montre que la fonction f vérifie les trois conditions d'une densité de probabilité :
2

e Pourx<s, f(x)=0>0 et pourx>s, f(x)= >0 cars>0etx>s>0.

3
Donc pour tout x e R, f(x) > 0.

e Sur | —oo, 5|, f est continue car constante
et sur [s, +oo[, f est continue comme quotient de fonctions continues.

Donc f admet au plus un point de discontinuité sur R (en x = s).

+oo
¢ Il me reste a montrer la convergence de I'intégrale f f(x)dx.
—00

Je calcule séparément les deux intégrales suivantes :

N N
> f fx)dx= f 0dx converge et vaut 0.
—0o0 —00

+00 +002 2 +00 1
> f f(x)dx:f igdxzzszxf — dx.
s s X s X

Soit M >s. Je calcule I'intégrale de f sur le segment [s, M] :

T L e e s
= X —_— = X |—— = X|——— _— =] - —.
s s x3 2x2 | 2M?  2s2 M?

2
S
Puis comme lim 1-—; =1-0 =1, alors j'en déduis que 'intégrale impropre
M—+o0 M?

+00
f f(x)dx converge et vaut 1.
N

+00
Alors grace a la relation de Chasles, I'intégrale impropre f f(x)dx converge et
—00

+00 S +00
f f(X)dx:f f(x)dx+f f(xX)dx=0+1=1.

Finalement, j’ai bien montré que f est une densité de probabilité.
2. Pour déterminer la fonction de répartition, je raisonne a l’aide d'une disjonction de cas pour
X
appliquer la définition: F(x) = f f(n)de.
—00

X

0dz =0.
0o

X
e Six<s, alorsF(x):f f(t)dt:f

e Six > s, alors il me faut découper l'intégrale en deux morceaux:

X s x 9¢2 2 2
F(x):f f(t)dt:f Odt+f t—idt:0+1—s——1—(£) :
—00 —0o0 S

x2
en réutilisant le calcul d’intégrale effectué a la question précédente.

Ainsi j’ai bien montré que
0 six<s,
VxeR, F(x)= s\2
1- (—) six > s.
X
3. Pour étudier les variations de la fonction F, il me faut étudier la signe de la dérivée F'.
Or puisque F est la fonction de répartition, sa dérivée F’ est la fonction de densité f.
Ainsi F est constante sur | — oo, s| puis strictement croissante sur [s,+oo|.

10
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En particulier, voici le tableau de variation de F sur [s,+oo] :

il Cr
0 s x

4. a) D’apres la question 3., F est une fonction continue strictement croissante sur [5, +oo[.
Comme F(s) =0 et lirp F(x) =1, alors f est bien une bijection de [s,+oo| vers [0,1] :
X—+00

chaque élément de 'ensemble d’arrivée admet un unique antécédent dans I'’ensemble
de départ.

b) Soity € [0,1[. Alors

1 1
0<y<l <= 0<l-y<] &= —21 <= —2=1.
1-y \ll—y

1
Puis en multipliant par s > 0, j'obtiens que s/ -5 >s, e
-y

Vye[0,1], G(y) € s, +oo|.

c¢) Soit ye [0,1[. Comme G(y) € [s,+oo[, alors je peux lui appliquer la fonction F.
J’obtiens alors

2 2

F6)=1- 51 =l-| === =1~ =1-(1-y)=V
SV 1y -y -y

J’ai bien montré que la fonction G est la bijection réciproque de la fonction F, i.e.
vyelo1], F(GW)=y.

5. a) Lafonction de répartition d’une loi uniforme sur un intervalle [a, b|

) x—a .. .
est donnée par F(x) = T sur l'intervalle [a, b[, F(x) = 0 avant et F(x) = 1 apres.

Donc la fonction de répartition d'une loi uniforme sur [0, 1] est donnée par

0 six<O,
VxeR, F(x)=4x si0<x<]1,
1 six>1.

11



©

Alex Gélin CORRIGE ECRICOME 2023

b) Soit x > s. Par définition de V puis par croissance de la fonction F,
P(V < x) = P(GW) < x) = P(F(GW)) < F(v).

Puis comme U suit une loi uniforme sur [0, 1], U prend ses valeurs dans I'intervalle [0, 1]
donc F(G(U)) =U. Etpuisque x > s, alors F(x) € [0,1].
Donc d’apres la formule de la fonction de répartition de U,

Vxe[s,+oo[, P(V<x)=PU<Fx)=F(x.

Pour x < s, comme V = G(U), que U suit une loi uniforme sur [0, 1[
et que G([O, 1[) c [s,+00[, alors

Vxe]|—-oo,s[, P(V<x)=0.

c) J'ai déterminé a la question précédente la fonction de répartition de la variable aléa-
toire V et obtenu la méme expression que F, fonction de répartition de S. Comme la
fonction de répartition détermine la loi, alors j'en déduis que V suit la méme loi que S.

6. Voici la fonction Python complétée :

1. import numpy as np
2. import numpy.random as rd
3.
4, def S(s):
5. U=rd.random()
6. S=s*np.sqrt(1/(1-U))
7. return(S)
+00
7. Lavariable aléatoire S admet une espérance si et seulement sil’intégrale f x f (x) dx converge.
Je calcule séparément les deux intégrales suivantes : -
N N N
. f xf(x)dx:f X X de:f 0dx converge et vaut 0.
- —00
+00 +oo 9 S too 1
. f xf(x)dx = f —dx 2s° Xf —zdx.
s s X
Soit M >s5. Je calcule I'intégrale sur le segment [s, M ] :
f xf(x)dx:ZS2 xf —dx=28x|-=| =2sx (——+— =23—i.
N N x2 X s M S M
2
Puis comme lim 2s—-— = 2s—-0 = 2s, alors j'en déduis que l'intégrale impropre
oo M—+o00 M
f x f(x) dx converge et vaut 2s.
N
+00
Alors grace a la relation de Chasles, I'intégrale impropre f X f(x) dx converge et
—00
+00 N +00
f xf(x)dx:f xf(x)dx+f xf(x)dx=0+2s=2s.
—00 —0o0 S
+oo
Finalement la variable aléatoire S admet bien une espérance et E(S) = f xf(x)dx =2s.
—00

12
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+00
8. Lavariable aléatoire S admet une variance si et seulement sil’intégrale f x° f (x) dx converge.

—00

Je calcule séparément les deux intégrales suivantes :
S N N
. f xzf(x)dx:f xzxodx:f 0dx converge et vaut 0.
—00 —00 —00

+00 +00 9 2 +oo ]
. f xzf(x)dx:f idx:232><f —dx.
s s X s X

Soit M >s. Je calcule 'intégrale sur le segment [s, M] :

M M M
f x% f(x)dx = 25% x f p dx =2s% x ln(x)] =25 x (In(M) —1In(s)).
s s S

M

Or lim In(M) = +oo donc lim x* f(x)dx = +oco et jen déduis que l'intégrale

M—+o00 M—+o00 Jg
+00
impropre f x* f(x) dx diverge.
S
+00

Donc l'intégrale f x® f(x) dx diverge et la variable aléatoire S n’admet pas de variance.

3
9. Je cherche P (S > 55)

En passant par I'événement contraire et par définition de la fonction de répartition,

rloo3d-r-rfoegdar (-] - -6 -5

10. Les n salariés représentent n répétitions identiques et indépendantes de I'épreuve de Ber-

noulli de succes "le salarié a un salaire horaire d’au moins Es", de probabilité p = g

La variable aléatoire N, compte le nombre de succes, donc N,, suit une loi binomiale de
4
parametres net p = Y
11. Comme N,, suit une loi binomiale, alors

E(Np)=n —nx4—4n et V(N,) =npQ )4nx5—20”
n)=np= 9—9 n)=np pg 9_81.

12. Je cherche P(N, <2). Endécomposant en événements disjoints, j'obtiens que

P(N,<2)=P(N,=0)+P(N,=1)+P(N,=2).

k
Et comme N, suit une loi binomiale, alors Vk € {0,1,2}, P(N,=k)= (n) x pFx (1-p)"F,
D’olu

P(Nuy<2)=P(Np=0)+P(N,=1)+P(Ny=2)
g

((5)2 4 5 nn-1) (4)2) (5)”—2
=|(|l=] +nX=X—-—4+———Xx|— X |=
9 9° 9 2 9 9

25+20n+8n(n—-1) (5)”—2
= X —_
92 9
(8n*—12n+25) x5"2
9n '
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13. a) Comme chacune des variables aléatoires Sy suit la méme loi que S pour 1 < k < n,
alors j’en déduis que
Vke[l,n], E(Sk)=E(S) =2s.

Alors par linéarité de I’espérance,

1 & 1
E(Mp) _E(%k;sk) =5 xE

o) -tt
Sk|==—x ) E(Sk)
k=1 2n o

n

1 1
= — x 2§=— XnNX28§=—X%x28=S8.
2n 3 2

b) Dans le vecteur F sont stockées toutes les valeurs des M. pour k allant de 1 a n = 1000.

c) Les courbes obtenues sont différentes puisque les salariés distincts observés ne sont
pas les mémes. En revanche, on remarque bien que pour les quatre courbes, les valeurs
se rapprochent (plus ou moins rapidement) de la valeur s contenue dans le vecteur L,
représentée par la portion de droite horizontale. Ceci est une illustration de la loi des
grands nombres : la valeur limite de M,, en +oo est égale a l’espérance s.
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