@‘cricome

CORRIGE
DU SUJET ZERO

MATHEMATIQUES
VOIE TECHNOLOGIQUE

CONCOURS ECRICOME PREPA 2023



Mathématiques voie technologique - Sujet zéro 1 - Corrigé

Exercice 1

Partie A

1 1
1. Vi, V5 et V3 sont non nuls et vérifient MV; = Vi, MV, = §V2 et MV3 = ng

1 1
donc | Vi, V5 et V3 sont des vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres 1, 3 et 3

Il est essentiel de mentionner que les vecteurs sont non nuls, pour montrer la bonne connaissance de la définition
d’un vecteur propre.

2. P est une matrice triangulaire sans zéro sur sa diagonale donc P est inversible.
Par la méthode du pivot de Gauss,

1 -1 1 1 0 0
P =(0 1 =2 I =|0 1
0 O 1 0 0 1
1 -1 0 Ly Ly — Lg 10 -1
~{o o Lo < Lo+ 2L ~(o 2
0 0 1 S 8 0 1
1 00 1 1 1
~lo 1 o|=r Wit lifle ~[o 1 2] =p
0 0 1 0 1
1 1 1
DouP'={0 1 2
0 0 1
Un calcul propre et bien mené est attendu.
3. (a)
p L1
1 1 1 % i‘l 1 -1 1
p'MP = [0 1 20 = Z|f0o 1 -2
00 1)) (2) 1\ o 1
3
1 1 1 ) ! 1 (1) 0
1 - 0 - 0
_ 0 3 1 0 1 -2|= 2
1 1
0 0 )\ 0 1 00 =
3
1 0 0
1
Ainsi, la matrice D = P"'MP = 0 9 0 [ est bien diagonale.
1
0 0 =
3

Un calcul propre et détaillé est attendu.
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(b) (1) M° = I par définition.

Par ailleurs, PD'P~! = PIP~! = I, donc M° = PD°P~1.
D’aprés la question 3.(a), on a P"*MP = D, donc en multipliant & gauche par P et & droite par P~', on a
M = PDP™!.

(H) Soit n € N. Supposons que M™ = PD"P~!.
Alors M"*!' = MM™ = (PDP~") (PD"P~') = PDD"P~! = pD"*'p~1.

Par le principe de récurrence, IVn eN, M®"=pPD"P~!.

Une attention particuliere sera portée sur la rédaction de la récurrence.

1 0 0
4. La matrice D étant diagonale, | Vn € N, D" = [0 (1/2)" 0
0 0 (1/3)"

Pour n € N,
1 -1 1 1 0 0 111
MT=(0 1 =2](0 (1/2)" 0 0 1 2
0 0 1 0 0 (1/3)”) 0 0 1
L=/ 13" 111
={o qa/" —20m3)"](0 1 2)
0 0 (1/3)" 0 0 1
1 1—-(1/2)" 1-21/2)" 4 (1/3)"
=(o (/2" 2(1/2)" —2(1/3)"
0 0 (1/3)"

1 1—(1/2)" 1-2(1/2)" + (1/3)"
Donc M™ = |0  (1/2)"  2(1/2)" —2(1/3)"
0 0 (1/3)"

Un calcul propre et détaillé est attendu.

Partie B

5. (a) Soit n € N.
D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ([X,, = 0], [X,, = 1], [X,, = 2]),

P(Xn1 = 0) = P([X, = 011 [Xo1 = 0]) + P([X0 = 1)1 [Xos1 = 0]) + P(
= P(Xn = O)P[ano] (Xn+1 = O) + P(Xn = l)P[anl] (Xn+1 =

X =20 [Xni1 = 0])
—+ P(Xn = Z)P[Xn:2] (Xn+1 = O)

wl—= =

1
Or Pix,—0)(Xn+1 =0) =1, Py, =1](Xn41 =0) = 5 et Pix,=2 (Xp41=0) =

1 1
IDonc P(Xnt1 = 0) = P(Xy = 0) + 5 P(Xn = 1) + 3 P(Xa = 2).

De méme,

P(Xn+1 == 1) - P(Xn - O)P[ano] (Xn+1 - 1)+P(Xn - ]-)P[X 71] (Xn+1 - 1)+P(Xn - 2)P[Xn:2] (Xn+1 = ].)
1

Or Pix,—0)(Xny1=1) =0, Px,—1j(Xpnt1 =1) = =3

1 1
IDOHC P(Xp1=1)= §P(Xn =1)+ gP(Xn = Ao

et
P(Xn41=2)=P(Xn = O)P[Xn=0] (Xn+1 =2)+P(X, = 1)P[Xn:1] (Xn+1=2)+P(X, = 2)P[Xn=2] (Xn+1=2)

Or Pix,—0)(Xny1 =2) =0, Px,=1](Xnt1 =2) =0 et Px, —g)(Xpp1=1) =

W=

1
IDOIIC P(Xn—',-l = 2) = gP(Xn = 2)

Il est attendu que le raisonnement soit bien détaillé au moins une fois.
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(b) Finalement, on a donc pour tout entier n € N,

1 1
1 1 1 = =
P(X, =0)+ -P(X, =1)+ ~P(X,, =2
P(X,41=0) ( 1)+2 ( 1)+3 (Xn =2) f i’ P(X, =0)
U1 = [P(Xpp1=1)| = 5 P(Xn=1) + 2 P(X, =2) =0 5 3 P(X,=1)
P (Xn41=2) P(X, =2)
~P(X, =2) 1
0 0 -
3
| Donc Vn e N, U,y = MU, .
. 0
(¢) A Pinstant 0, la puce est sur la marche numéro 2, donc Uy = | 0
1

On obtient que : I‘v’n eN, U, = M"U,.

Suivant les consignes de ’énoncé, aucune justification n’est attendue ici.

(d) Alors pour tout entier naturel n :

1 1—(1/2)" 1—=2(1/2)" +(1/3)™\ [0
0 (1/2)" 2(1/2)" —2(1/3)" 0
0 0 (1/3)" 1
1—2(1/2)" 4+ (1/3)"
2(1/2)" —2(1/3)"
(1/3)"

| Donc v e N: P(X, = 0) = 1 - 2(1/2)" + (1/3)", P(X, = 1) = 2(1/2)" — 2(1/3)" et P(X, = 2) = (1/3)".

Un

n—-+oo n—-+o0o

1 1 _ " _ \"
(e) Comme —1 < 3 < let -1< 3 < 1, lim <§> = lim <§> =0.
IAlors lim P(X,=0)=1et lim P(X,=1)= lim P(X,=2)=0
n—-+oo n—-+oo

n—+oo

L’argument sur les raisons comprises dans | — 1, 1] est attendu.
6. B(X,)=P(X,=1)+2-P(X,=2)=2-(1/2)" =2-(1/3)" +2-(1/3)" =2(1/2)".
IDonc E(X,)=2(1/2)". Or1/2<1. IDonc lir_irrl E(X,)=0.
n—-+0oQ

Une expression littérale de 'espérance (1ere ligne) est attendue pour vérifier que la définition est acquise.
7. Le script permet de calculer le plus petit n tel que P(X,, = 0) > 0.999.

Toute remarque pertinente sera valorisée.
Aucune maladresse d’expression ne sera sanctionnée.

8. (a) T(2) = N*. Au temps n = 0, la puce est sur la marche numéro 2, donc elle atteint au plus tot la marche My a

I'instant 1. Et elle peut rester sur la marche 2 un nombre quelconque avant de sauter sur la marche Mj.
IDonc T (92) = N*.

Une certaine indulgence sur les justifications données sera appliquée.

(b) L’instruction rd.random() choisit un nombre aléatoire et uniforme entre [0, 1[.
L’instruction rd.random()*(A+1) choisit donc un nombre aléatoire et uniforme entre [0, A + 1].

Enfin, en prenant la partie entiere floor (rd.random()*(A+1)) choisit un entier aléatoire quelconque entre 0
et A.

L’instruction permet donc de simuler une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, A].

Chaque instruction devra bien étre expliquée. A nouveau, aucune maldaresse d’expression ne sera sanctionnée.
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import numpy.random as rd
def simulT():

A=2
n=0
while A !=0
n = n+1
A = np.floor(rd.random()*(A+1))

return n

Chaque ligne sera évaluée séparément.

(d) Le script permet d’estimer l'espérance de T, car on procede & la moyenne de T sur 10 000 espériences. On peut
donc conjecturer que l'espérance de 1" vaut 2, 5.

Une valeur conjecturée de I’espérance doit apparaitre.

Exercice 2

2 4 3 2
1. (a) uQ:§u1: 3 etu;;zéuzz g

Les résultats peuvent étre donnés sans justification.

(b)r
def suite(n):
u= 2/3
for k in range(l,n-1):
u = (k+1)/(3*xk)*u
return u

Une indulgence sur la syntaxe peut étre appliquée.

2 2
2. (I) uy = 3 et 3 > (0 donc la propriété est vraie pour n = 1

(H) Soit n € N*. Supposons que u,, > 0.

n+1 .
Comme n > 1, T >0 donc par produit u,41 > 0.
n

Par le principe de récurrence, I Vn € N*, u, >0 .

Une attention particuliere sera portée sur la rédaction de la récurrence.

1 1-2
3. (a) Pour tout n € N*, w1 —u, = ntl_ 1) u, = nun.
3n 3n

Et pour tout entier n > 1,ona 1—2n <0 donc up1 —u, < 0.

On en déduit que I la suite (uy) est décroissante

(b) La suite (u,) est minorée par 0 (d’apres 2.) et décroissante (d’apres 3.(a)) done, d’apres le théoréeme de limite
monotone, I la suite (uy,) est convergente vers un réel £ > 0 .

4. (a) Pour n choisi par l'utilisateur, la variable y est une liste qui contient les valeurs de wuy,ug, ..., Uy.
La variable z est une liste qui contient les sommes partielles uq,u; + ug, ..., u1 + U + -+ + Up.

Les étudiants doivent étre capables de manipuler les listes et d’identifier le fonctionnement d’une liste décrite
en compréhension, ces notions ayant été vues des la classe de premiere technologique.
La fonction cumsum fait partie des exigibles du programme de classe préparatoire.

(b) On peut conjecturer que la série Zun converge et que sa somme est égale a 1,5.
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5. On pose pour toutnGN*,vnzqﬁ.
n
" Up41 1 n+1 1u, 1
a) Pour tout n € N*, v = = . Uy = —— = —p
(@) T+l n+1l 3 " 3n 3"

. . . 1 . 2
donc || la suite (”n)neN* est géométrique de raison 3 et de premier terme vy = u; = 3

n—1
2 /1
(b) On en déduit que pour tout entier naturel n non nul, | Un =3 (5)

1
(¢) Ona:—-1< 3 < 1 donc la série géométrique Z v, converge

+oo +oo k—1 +o00 k Ew—
3 2 > 1 2 3 1 2 1 2 1
t = — - - = — . — —_—. — . .t _ 1 '
[¢] kzlvk 3 (3) 3 <3> 3 1_1/3 3 _2/3, SOl ;’Uk

k=1 k=0

Le critere de convergence de la série géométrique doit étre clairement explicité.

6. Soit X une variable aléatoire discrete telle que X (€2) = N* et pour tout n entier naturel non nul, P (X =n) = v,.

k—1
(a) X (2) =N" et pour tout k e N*, P(X =k) = 2. (%)

[SURN )

donc | X suit la loi géométrique de parametre p =

d'ot E(X):—:g.

Les candidats ont tout intérét a écrire la formule de l'espérance en fonction du parametre (qui lui peut étre

erron).
(b) Onaty =n-v, =n- <3> <1>n_1=n-P(X=n)

3 3
+00 3
Or E (X) existe et E(X) = Zn-P(X:n) =_.
n=1 2
“+ o0
donc la série Z Uy, converge et Z Un =5 ce qui confirme la conjecture obtenue a la question 4.
n=1

(c) E Uy, converge donc son terme général u,, tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.
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Exercice 3

On considere la fonction g définie sur R par :

2

1
Ve eR, g(z)=uze 2.

On note %, sa représentation graphique dans un repere orthogonal du plan.

—z)? _

—g(x)
donc la fonction g est impaire et I %y admet 'origine O du repere pour centre de symétrie

1
1. Dy =R est centré en 0 et pour tout réel z, g (—x) = —ze2(

2. lim g(z)= lim g¢(z)=0 par croissances comparées
T—+00 T——00

donc I la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a ¢y en l'infini .

Il est primordial que les candidats justifient leur limite, qui apparait a premiere lecture comme une forme
indéterminée.

1 1 1
3. (a) Pour tout réel z, ¢’ (z) = e g (—2 '2x> e 2"

2

soit Ig’ (z) = (1 —2?) e 27

1
(b) Pour tout réel z, e~ 2% > 0 donc g (x) est du signe de 1 — 22,

Ce polynéme du second degré a pour racines —1 et 1; il est du signe de a (avec a = —1) a Uextérieur des racines
et du signe de —a entre les racines.

(¢) On en déduit le tableau de variation suivant :

4.  Représentation graphique de % :

Un tracé méme approximatif doit étre propre et cohérent avec les résultats précédents.
1
La valeur approchée de — étant donnée, on attend que les axes soient bien gradués et les ordonnées cohérentes

Ve

avec la valeur proposée.

A 1
5. Soit A un réel strictement positif. On pose : I (A) = / ze 3% dz.
0

A 1 1,74
_1l.2 _ 1.2
Alors:/ ze 27 dx = [—e 2 ]
0

1
7SoitII(A) —1-e 34 .

0
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6. On considere a présent la fonction f définie sur R par :

x siz >0
Vxe]R,f(x):{ gg)) siz <0

12
x f est nulle sur R* et siz >0, ze” 2% > 0 donc f est positive ou nulle sur R.

% f est continue sur R* (fonction nulle) et sur R* (produit et composée de fonctions de référence continues).
De plus lim f(z) = lim+ f(x) = f(0) =0 donc f est continue sur R.
z—0~ z—0

0
x [ est nulle sur R* donc / f (z) da converge et vaut 0.

1 Foo 1
Enfin, d’apres 5., lim I(A)= lim (1 — e2A2> =1, donc / re 2% da converge et vaut 1.
A—+o0 A—+oo 0

+oo
D’ou, d’apres la relation de Chasles sur les intégrales impropres, / f (z) dz converge et vaut 1.
— 00

Ainsi, I la fonction f est bien une densité de probabilité .

Il est attendu des candidats une vérification claire, méme rapide, des conditions nécessaires.
La seule liste des conditions a vérifier n’est pas suffisante.

7. (a) Soit X une variable aléatoire de densité f.
Pour tout réel z, F (z) =P (X < z) = /I f (@) dt.
* Six <0, F(z)=0 -
* Six}O,F(m)zO—l—/omf(t) dt =1I(x)

1 2
1, .
On a donc pour tout réel z, | F (z) = l1—e 2 sLT >0
0 siz <0

La définition de la fonction de répartition a partir de la densité doit apparaitre de maniere claire.

1 1
soitIP(l X<2)=—-—=
Ve o e?

1
b)) POKX<K2)=F@2) —-F1)=1-e2-14¢" 2.
< 2

1
V2T

URVUEES BN ARt v
Ainsi I'intégrale généralisée . e 2% dz converge et vaut 1.

1
8. (a) La fonction h définie pour tout réel x par h (x) = e~ 2% est une densité.

N

o0
+o0 l 2
On en déduit que / e 2% do=+v2m.
— o0

1 2

“+oo
De plus, h est paire donc / e 2% dx =
0
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A
(b) Soit A>0et J(A) = / e 2" du.
0

u(z) =z et v (z) = ze
W (z)=1letv(z)=—e
Les fonctions u, u’, v et v’ sont continues sur R donc par intégration par parties, on a :

1 2 A A 1 2 142 4 1 -
J(A) = {—IE’_?x } —/ —e” 2% dx, soit | J (A) = —Ae™ 2 -|—/ e 2% dx .
0 0 0

On pose pour tout z € [0, 4] : {

Il est attendu des candidats qu’ils explicitent sur leur copie les quatre fonctions u, u’, v, v" choisies pour
I'intégration par parties.

—+o0
E (X) existe si et seulement si U'intégrale généralisée / xf (x) dz converge absolument.

— 00

0
f étant nulle sur R™", / af (z) dz converge et vaut 0.

—00
1
De plus, pour z > 0, o f (z) = 22e" 2%,

, oo 1 2
Etudions la convergence de / r?e” 2% dr,ie lim J(A):
0 A—+oo

1,2
. , . —=A
Par croissances comparées, on a lim | —Ae” 2 = 0.
A—+oo

ﬂ

A 1 5 “+o00 1 5 /2 2
De plus lim e 2% da = / e 3 dp = Y8 d’apres 8.(a), donc lim J(A)= yer d’apres 8.(b).
A—+oo Jo 0 2 A—+oo

[\

+oe V2 V2
On en déduit que / xf (z) dz converge et vaut Tﬂ Donc F (X) existe et | E (X) = Tﬁ

Les candidats doivent s’intéresser a l’existence de I'espérance, et pas seulement sa valeur.

On pose Y = X? et on note G la fonction de répartition de la variable aléatoire Y.
0 siz <0
F(Vz) siz>0

1 2 1
Orsivz >0 (iesiz>0), F(Vz)=1- e a(vVE) — 1 - e” 2" donc

Pourtoutxe]R,G(x):P(Y<x):P(X2<x)z{

0 sixzx <0

VeeR, P(Y<z)= _1
1—¢e 2% siz>0

1 1
On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre 3" Y =€ (—)

=2 eth(Y):;zzl.

On en déduit que | E (V) 27

1
- 1/2

import numpy.random as rd
Y=rd.exponential (2,(1,10))
print (Y)

import numpy.random as rd
Y=rd.exponential (2,(1,10))
import numpy as np
X=np.sqrt (Y)

print (X)
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