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EXERCICE 1

Partie A
1. (a)

(va+-2)=2(va+va)=va

IAinsi, f(Wa)=+a .

a
On attend des candidats qu’ils donnent I'expression la plus simple possible, et en particulier simplifient —.

Va

(b) Soit 2 un réel strictement positif.

1 1 1
flx)=2 = —(:v—i—g):x = —(m—&—g)—x:O = —(:v—l—E—Q:L‘):O
2 T 2 T 2 T
a—x? B

=0 < 2°=a < z=+aouzr=—Vva

a
— ——r=0 <—
X

. . . "
Or —v/a est exclu car on résout I’équation dans R A

Finalement, 1'unique solution de 'équation f(z) =z dans R} est z = +/a .

2

Un candidat qui précise que x > 0 dans cette question peut directement affirmer que z° = a <= = = V/a.

2.(a) lim £ = 40 car a > 0. | Done par somme, lim f(z) = +oo .
z—0t T z—0+

I On en déduit que la courbe €y admet une asymptote verticale d’équation x =0 .

(b) lim % — 0 done par somme, I lim f(z) =+o0 .

T—+o0 T T—+00
z 1 a T a
P el , __:_( _>__:__
our tout réel z > 0, f(x) 5 =3 x+ - 5 = 95
. a D8 . _z
Or IEIEOO%—O.IDou zgrfoof(x) 5 =0.

x
I On en déduit que la droite d’équation y = 5 est asymptote oblique a la courbe en 400 .

3. (a) f est dérivable sur R et pour tout réel x strictement positif, on a :
2

[re-30-5) -3

(b) Soit 2 >0.On a 2® —a = (z — Va)(z +va). Donc 2> —a >0 < = > a.
I On en déduit que f est décroissante sur ]0; v/a] et croissante sur [v/a; +oo|.

Les candidats peuvent conclure en donnant le tableau de variations de f.

(c) Soit > 0. f'(x) =0 <= 2 —a=0 <= (z—Va)(z+Va) <= == a.
La dérivée s’annule en z = \/a. Or on a f(v/a) = V/a.
La droite d’équation = +/a est 'unique tangente horizontale & la courbe, tangente en x = /a.
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4. Ici,

on représente la fonction pour a = 1. Le minimum est atteint au point (1, 1), seul point ol il y a une tangente

horizontale, et seule intersection avec la droite d’équation y = z.

@

25 28

0.5 td

-1 -05 -~ 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Un tracé propre et clair est attendu des candidats.

Partie B

5. Initialisation Par définition de la suite, ug = 1. Or 1 > 0. Donc ug > 0.
Hérédité Soit n € N. Supposons u,, > 0 et démontrons que u,4+1 > 0.
PP . 1 a
Par définition de la suite, u, 11 = 5 (un + —)
Un,
Or, par hypothese de récurrence, u,, > 0, et par énoncé, a > 0.

. . a N
On a donc par somme de termes strictement positifs, u,, + — > 0, d’olt w41 > 0.
n

I Ainsi, par récurrence que VYn € N,u,, >0 .

La rédaction correcte de la récurrence est un attendu dans la correction.

6. (a) Soit n un entier naturel.
On remarque que tn11 = f(up).
D’aprés I'étude des variations de la fonction f, Va €]0, +o0|, f(z) = Va.
Or u, > 0. Donc u,41 > Va.

| Ainsi, v € N, wny1 = f(un) > Va.

Une démonstration par récurrence est acceptée, mais un peu longue dans la résolution.

2
Soit n € N*. Up41 — Up = %(u,ﬂr %) — Uy = %(—un+ %) = %(%)
Or u, > +/a par question précédente, donc u> > a. De plus, u, > 0 par question 5.
Dol upy1 — uy < 0.
I Ainsi la suite (u,)nen+ est décroissante.

2
n

La suite (un)nen est décroissante (question précédente) et minorée par 0 (question 5).
I Par le théoreme de la limite monotone, elle est donc convergente.

1 1
(d) Comme lim wu, =¢ ona lim wu,y1 =fetque lim = (un—i— i) == (€ + 2) (on a bien ¢ # 0 car comme
n—-+oo n—-+4oo n—+oo 2 n 2 €
Vn € N*, u,, > v/a, par passage a la limite, u,, > v/a > 0).

1
Par définition de la suite, Vn € N* upy1 = 3 (un + £ )
Unp
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1
Par unicité de la limite, on a donc : £ = 3 (6 + %) = f(0).

Or on a montré & la question 1(b) que I'équation f(z) = z admet pour unique solution dans R} z = V/a.

IDoncE:\/E.

7. (a) Soit n € N*.
D’apres la question 6.(a), u,11 = v/a et d’apres la question précédente £ = /a, donc 0 < up11 — .
D’autre part, ¢ < uy,, donc £ — up 1 < Up — Upt1-
I Finalement, 0 < £ — upq1 < Up — Upt1 -

(b) Supposons qu'il existe un entier naturel n non nul tel que w, — 1,1 < 107°.
Alors, d’apres la question précédente, on a :
0 g l— Unp+1 g Up — Un+1 g 10_5

Dot |ty 11 — €] < 107°. Clest dire que u, ;1 est une valeur approchée de £ & 107> pres.

8. (a)r
def suite(n):
u =1
for k in range(l,n+1):
u = 1/2*(u+a/u)
return u

(b) La fonction mystere renvoie u,+1 pour n tel que u, —up+1 < 1075, c’est-a-dire elle renvoie une valeur approchée
de £ = v/a 4 107 pres.

EXERCICE 2
Partie A
01 0 01 0 100
l.(a) Ona (I3)2=I3,et A= 1 0 0 10 0 |=(010]|=1I
00 —1 00 —1 00 1

IAinsi (I3)2 = A2 = Ig .

(b) On en déduit les quatre égalités suivantes :

(L) =13, (-L)*=(-1°=1;, A’=1I3 et (-A)?=(-1)2A"=1I;

L’équation M? = I3, d’inconnue M € .#5(R), admet donc au moins quatre solutions : I3, (—1I3), A, (—A).

01 0 0 1 0 0 0 0
2.(a) Ona:N?=10 0 0|-|l0 0 Of=(0 0 0] =0.
0 0 0 0 0 0 0 0 0
| Ainsi N? =0
Les détails de calcul ne sont pas attendus.
A1 0 A0 0 01 0
(b)y OnaT=[0 X 0)=[0 X 0O)+[0 O Of=AI3+N.
0 0 A 0 0 A 0 0 0

| Ainsi T = A3 + N.

(c) Comme I35 et N commutent, on a :

M? = (zls +yN) - (zls +yN) = (xI3)2 +2(zl3)(yN) + (yN)2 = 2215 + 2zyN

I Donc M? = 2%I3 + 2zyN.
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(d) Soient z et y deux réels et M = xI5 + yN.

M? =T <= 2°I3 + 2ayN = al3 + bN

¢ 2xy O A1 0
— |0 22 0]l=(0 X 0
0 0 2 0 0 X
— z* = A
2zy =1
= 1 ou _ 1
YZoOUN WO
1
— M=V + NouM=—VA3— —=N
VA VA

Finalement, ’équation M? = T admet bien exactement deux solutions dans ensemble des matrices qui s’écrivent
sous la forme xI3 + yN avec x,y deux réels.

Partie B
-1 4 -1 1 -2
3. oOnaX;#0et BX;=| -2 5 2 0 | = 0 =-2X;.
0 0 -2 1 -2
X1 est donc vecteur propre de B associé a la valeur propre —2.
-1 4 -1 2 2
OXQ#OGtBXQZ -2 5 2 1 = 1 ZXQ.
0 0 -2 0 0
X5 est donc vecteur propre de B associé a la valeur propre 1.
-1 4 -1 1 3
< X3 7é 0et BX3 = -2 5 2 1 = 3 = 3X3
0 0 -2 0 0

I X3 est donc vecteur propre de B associé a la valeur propre 3.

4. La ligne 6 du script Python calcule la matrice R = PQ — I5 et le résultat obtenu (affiché grace a la ligne 8) donne la
matrice nulle. I On peut conjecturer que PQ = I3, c’est-d-dire que P est inversible et P~ = Q.

La ligne 7 du script Python calcule le produit matriciel S = QBP et le résultat obtenu (affiché grace a la ligne 9)
donne la matrice diagonale D. I On peut donc conjecturer que QBP = P~'!BP = D, et que B est diagonalisable.

5. (a) DM = M*M par hypothese
Donc DM = M3 = MM? = MD. || Ainsi DM = MD.

(b) On a: DMV = MDYV par question 5(a).

-2 0 0 -2 0 0 1 -2
Or DV = 0 1 0 |V= 0 1 0 0 ]= 0 = -2V
0 0 3 0 0 3 0 0

D'ou DMV = MDV = M(-2V) = -2MV.
| Ainsi DMV = —2M V.

-2 0 0 a —2a —2a
(¢) D’une part, DMV = 0 10 b]l=1 b |.Dautre part, —2V = [ —2b
0 0 3 c 3¢ —2c
Or, par question 5(b), DMV = —2MV, I d’ou les trois égalités : —2a = —2a, b = —2b et 3c = —2¢.
L’équation b = —2b donne b = 0 et I’équation 3¢ = —2c¢ donne ¢ = 0.
a
On en déduit donc que MV = [ 0| =aV.
0
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(d) D’une part, M*V = MMV = M(aV) = aMV = a’*MV.
D’autre part, M2V = DV = —2V car M est solution de 1’équation M? = D et par question 5(b).
On en déduit donc que a?V = =2V d’ot1 a® = —2 (car V # 0). Or c’est impossible puisque Yz € R, 2% > 0.

6. On a ainsi démontré par Pabsurde que 'équation M? = D d’inconnue M € .#5 (R) n’admet aucune solution.

7. (a) Soit M une matrice qui vérifie 'équation M? = B.
Alors, en admettant les deux conjectures Q = P~ et QBP = D, on a :

(QMP)? = QMPQMP = P*MPP'MP =P 'BP=D

I On a donc bien (QMP)* =D .

(b) Supposons que ’équation M 2 = B admette une solution notée M.
Alors on a (QM, P)? = D, c’est-a-dire QM P solution de ’équation M? = D,
Or d’apres la question 6, cette équation n’admet pas de solution.
I Donc Péquation M? = B n’admet pas non plus de solution.

EXERCICE 3
Partie A

1. (a) Comme (H,C) est un systeme complet d’événements, la formule des probabilités totales donne :

7

P(E) = P(H 0 E) + P(C' N E) = P(H)Py(E) + P(C)Pc(E) = % . % + % . 1% i

IAinsi P(P) = l

10
P(CNE) PO)Po(E) & 3
(b) On a: Pr(C) = = =2 =_.
P(E) P(E) w7
3
IAinsi Pg(C) = 2
2. (a) Pour chaque client, on a une épreuve de Bernoulli & deux issues : soit le voyage se déroule a I'étranger (ce qui

correspond au « succes » E| avec une probabilité p = —), soit le voyage se déroule en France (ce qui correspond
10

a '« échec », avec une probabilité 1 — p).

On reproduit 10 fois ’expérience pour les 10 clients, de maniére indépendante et dans les mémes conditions.
La variable aléatoire T' compte le nombre de clients faisant un voyage & ’étranger, c’est-a-dire le nombre de
succes.

7
Alors T suit une loi binomiale, de parametres n = 10 et p = 10

seemao == (Gt = () o) (o)

L’espérance et la variance sont données par :

On a

21

ET)=np=Tet V(T)=np(l—p)= 0

La formule explicite de P(T = k) n’est pas un attendu ici.

(b):
import numpy.random as rd
def T:

return rd.binomial (10,7/10)

Les candidats peuvent bien entendu reprogrammer la fonction binomial.
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Partie B

LOnaPQKQﬂ:P<2+%Y<5>:Pﬂﬂg®zﬁﬂ»:1—%%*.

12
I Ainsi, le forfait ne dépasse pas 500 euros avec une probabilité de 1 — Ee_l

2. (a) La fonction F' est dérivable sur R

Pour x > 0, on a :
1 2 1z+6 _z r _z
F’ =0——e 6 + = 6 = 6
(@) =0-5¢°+57% 36

(b) Une densité de probabilité f de la variable aléatoire Y est obtenue en dérivant sa fonction de répartition F' la
ou elle est dérivable (et en donnant une valeur positive arbitraire 1a ou elle ne l’est pas).

0 sixzx <0
Ainsi la fonction f définie par f(z) =< = _=z . est une densité de Y.
%e 6 Ss1x >

0
(c) La fonction f est nulle sur | — 0o, 0]. Donc / f(z) dz converge et vaut 0.
—00

A

A
%ﬁA>O(Ma:A ﬂ@@ﬁzk@ﬂozFVU—ﬂm=1—Ag6

A
e 6

. A _A . ) ) A +o00
Or lim ——e” 6 =0 par croissances comparées, et lim e~ 6 = (. Donc f(z)dx converge et vaut 1.
A—+oo 6 A—+o0 0

“+o0
| Finalement, / f(z)dx converge et vaut 1.

— 00

A
Un candidat utilisant une intégration par parties pour calculer I'intégrale f(x)dx n’est pas pénalisé.

0
De méme, un candidat utilisant directement les limites de la fonction de répartition F' obtient tous les points.

, v(z) = 2? d'ott u(z) = —6e76 et v'(z) = 2.

olg

3. (a) On effectue une intégration par parties en posant : u'(z) = e

A z z A A z A A T z A A
I(A) = / ze” 6dr = [— Ge_gxz}o —/ —6e76 - 2xdr = —6A% 6 + 12/ 36 - %e_gdx = —6A%6 + 12/ 36 f(z)dx
0 0 0 0

A
On obtient bien que I (4) = —6A4%e~4/6 4 12/ 36f (z)dzx .
0

+oo
(b) Y admet une espérance si et seulement si / xf(xz)dx converge.

— 00

0

Or, comme f est nulle sur | — o0, 0], / zf(x)dx converge et vaut 0.

Soit A > 0. -

A A 2 A A
_ xt _z o 1 S S O ST -
/0 xf(x)dx—/o 366 6de = 36 J, x’e” 6dx = 36( 6A%e” 6 —|—12/0 36f($)dx)

A
Or, par croissances comparées, lim —6A4%¢~6 = 0.
A—+oo

+oo
Et, par la question précédente, / f(x)dx converge et vaut 1.
0

I Donc Y admet une espérance et que E(Y) = 12.
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(c) Le prix moyen du forfait est donné par E(X).
Comme Y admet une espérance, X admet une espérance, et on a :

1 1
E(Y) = E(2 + 5Y) =2+ JE(Y)  par linéarité de I'espérance.

1
Dou E(Y) =2+ 3 12=2+6=8. I En moyenne, le forfait du voyage est de 800 euros.

4. La fonction de répartition de la variable aléatoire X est donnée par :

1 0 si2z—4<0
VieR, Glz)=P(X <x)=P(2+ =Y K =PY <2x—4) =
D’ou finalement,
0 six <2 0 six <2
G = — 2x—4 = T—
(2) 2446 2 Go>9 poetl =2
6 3
0 six <2
O d :VeeR, P(X<xz)= z—
n a donc : Vz ( ) 1_:5—;)—16_3 G2
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