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ESCP 2022 I

Exercice 1 -

1. a) Je calcule A® puis A>:

1+6+1 2—-4+2 1+6+1 8 0 8 1 01
A>=13-6+3 6+4+6 3-6+3|=|0 16 0|=8x[0 2 0
1+6+1 2-4+2 1+6+1 8 0 8 1 0 1
et
1 01 1 2 1 141 242 1+1 1 2 1
A=A%xA=8x|0 2 0|x[3 -2 3|=8x]| 6 -4 6 |=16x|3 -2 3|.
1 01 1 2 1 1+1 242 1+1 1 2 1

Ainsi j’ai bien montré que A°> = @ A pour a = 16.

b) Je suppose par I'absurde que la matrice A est inversible. Alors en multipliant I’équation
précédente a droite par A™?, jobtiens que

ABxAlzaAx A = A =al.

Mais A% n’est pas une matrice diagonale donc cette égalité n’est pas vérifiée. J'obtiens
ainsi une contradiction et mon hypotheése de départ, a savoir que A est inversible, est
erronée. Donc A n’est pas inversible.

2. a) Je décompose la puissance pour utiliser 'expression de A3 :
A=A xA=aAx A*=al’=axaA=a’A.
Ainsi j'ai bien montré que A° = a®A.
b) Je raisonne par récurrence sur p € N*.
Enoncé: Je note P, la propriété: A*P~'=aP 1A

Initialisation: Pour p =1,
APl A=A et allA=A

Ainsi P; est vraie.

Hérédité: Soit p > 1. Je suppose que P, est vraie et je montre que P I'est aussi.
Alors

AZPHO=L - 2PFL — p2071 5 A2 — qP A A2 =aP T A3 = aP T xaA = aP A

Donc A?PTU-1 = gP*1-1 A Finalement Pp+1 estvraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour p = 1, alors par principe
de récurrence, la propriété est vraie pour tout p > 1, i.e.

VpeN*, AP l=qP 1A
¢) Grace au résultat de la question précédente, pour tout entier naturel p non nul,

AP = AP A=aP TAx A= aP~1 A%,
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3.

a) D’apres la question 1.a), je connais un polynome annulateur de la matrice A puisque
A*=164, e A*-16A=0;,

matrice nulle d’ordre 3. Ainsi le polynéme X° — 16X est un polynome annulateur de A
et les valeurs propres possibles pour A sont parmi ses racines. Or

X-16X=0 < X(X*-16)=0 << XX-49X+4=0
— X=0o0ouX-4=0o0u X+4=0 < X=0ou X=4 ou X=-4.

Les trois valeurs propres possibles pour A sont donc —4, 0 et 4.

x
b) Je cherche a résoudre I'équation matricielle AX = —4X, d'inconnue X =| y|.
z
1 2 1)\(x X
AX=-4X << 3 =2 3|ly|l=-4|y
1 2 1)\z 4
x + 2y + =z = —-4x
— 3x — 2y + 3z = -4y
x + 2y + z = -4z
5 + 2y + z =0
— 3x + 2y + 3z =0
X + 2y + 5z =0
4x - 4z = 0 Ll «— Ll — L3
— 2Xx - 2z =0 Ly—Ly)—Ls
x + 2y + 5z =0
X -z =0 Ly — 1L
— X -z =0 Ly — %Lg
x + 2y + 5z =0
— x “
2y = -6z
— v =2
y = —BZ LZ — %LZ
1
En posant z = 1, j'obtiens que la matrice colonne | —3 | est une solution de I’équation
1
AX = —-4X. Comme cette matrice colonne est non nulle, alors —4 est bien une valeur
1
propre de A et | =3 | est un vecteur propre associé.
1
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x
c) Je cherche a résoudre I’équation matricielle AX =0, d'inconnue X = | y|.

1 2 1)\ (x 0
AX=0 <<= 3 -2 3|ly|=10
1 2 1/)\z 0
x + 2y + z =0
S 3x - 2y + 3z =0
x + 2y + z =0
— x + 2y + z =0
4x + 4z = 0 Ly—Li+L
— x + 2y + z =0
X + z =0 Ly — iLg
— v 2
2y = 0
— { rE e
y = 0 Ly — 3Ly
1
En posant z = 1, j’obtiens que la matrice colonne | 0 | est une solution de I’'équation
-1
AX = 0. Comme cette matrice colonne est non nulle, alors 0 est bien une valeur propre
1
de Aet| O | estun vecteur propre associé.
-1
11 s’agit du vecteur donné par I'énoncé, j’ai bien vérifié qu’il s’agit d'un vecteur propre.
1
d) Je calcule le produit entre A etla matrice colonne | 1
1
1 1 2 1 1\ (1+2+1 4 1
Ax|1]=]|3 -2 3|x|1]|3-2+3|=|4]=4x]|1].
1 1 2 1 1J\1+2+1 4 1
1
Ainsi 4 est aussi une valeur propre de A, puisque la matrice colonne | 1 | est non nulle.
1

11 s’agit d’ailleurs d’'un vecteur propre associé a la valeur propre 4.
e) Je calcule les produits AP et PD:

1 2 1 1 1 1 1-6+1 1-1 1+2+1 -4 0 4
AP=13 -2 3|x|-3 0 1|=|3+6+3 3-3 3-2+3|=112 0 4
1 2 1 1 -1 1 1-6+1 1-1 1+2+1 -4 0 4
et
1 1 1 -4 0 0 -4 0 4
PD=|1-3 0 1|x|/ 0 0 O|=112 0 4
1 -1 1 0O 0 4 -4 0 4

Je remarque que AP = PD.
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f)

g)

Je calcule le produit PQ:
1 1 1 1 -2 1 1+4+3 -2+2 1-4+3 8 00
PQ=|1-3 0 1|x|4 0 -4|=| -3+3 ©6+2 -3+3 |=|0 8 0]|=8I;.
1 -1 1 3 2 3 1-4+3 -2+2 1+4+3 0 0 8

1
Je remarque que PQ =813, donc P x (gQ) = I3 ce qui signifie que P est inversible et que

_ 1
son inverse est donné par P~ = ~Q.
8

La matrice D est diagonale (par construction) et la matrice P est inversible d’apres la
question précédente. Alors I'égalité AP = PD me permet d’écrire que

APxP'=PDxP', ie A=PDP'
J’ai bien montré que la matrice A est diagonalisable.
Pour calculer la puissance n-iéme, je raisonne par récurrence sur 7 € N*.
Enoncé: Je note P, la propriété: A"=PD"P!,

Initialisation: Pour n=1, A=PDP ! d’apresle début de la question.
Ainsi P; est vraie.

Hérédité: Soit n > 1. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors

A" = A" x A= PD"P ' x PDP ' = PD"IzDP"! = pD"DP ! = pDp*ip7L,

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 1, alors par principe
de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 1, i.e.

VneN*, A"=pD"P7l

Puis comme D est une matrice diagonale, je sais que

9" 0 o0
D" = 0 0 O
0 0 4"

Finalement je calcule le produit PD" P! :

1 1 1 " 0 0 (" 0 4"
PD"=|-3 0 1|x 0 0 0f|=[-3x(-4" 0 4"
1 -11 0 0 4" (-4)" 0 4"

et
-»H" 0 4" 1 -2 1
n np-1 1 n 1 n n
A" =PD"P :gxPD xQ==x|-3x(-4)" 0 4" |x|4 0 -4
(- 0 4" 3 2 3

(- +3x4" —2x (=) +2x4" (- +3x4"
=—|-3x(-4)"+3x4" 6x(—4)"+2x4" -—3x(-4)"+3x4"].
(=4)"+3x4" —2x(=4)"+2x4" (=4)"+3x4"
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Exercice 2 -
1. Soitaunréeltelque0<a<1. Lafonction f est définie en quatre morceaux :
e sur | —oo,0[, elle est continue car constante,
« sur [0, a], elle est continue car polynomiale,
« sur ]a,2al, elle est continue car polynomiale,
e sur |2a,+oo|, elle est continue car constante.
Il me reste a étudier les éventuelles discontinuités en 0, a et 2a.
Pour cela, je compare les limites a gauche et a droite :
. . . 0
. tlir(r)l_f(t) = tli%l_OZO et tlil})lf(t) =f(0) = ) =0
Les limites sont égales donc la fonction f est continue en 0.

a 1 2a—t a 1

e lim f()=fl@=—=— et lim f(#)= lim =— ==

t—a- / ! a’? a t—a* f t—at  a® at a
Les limites sont égales donc la fonction f est continue en a.

0
o Iim f()=fRa)=—=0 et lim f(&)= lim 0=0
t—2a~ f f az t—2a* f t—2at
Les limites sont égales donc la fonction f est continue en 2a.
Finalement, en recoupant tous ces cas, la fonction f est bien continue sur R.

2. Pour le cas a =1, la fonction est donnée par

0 si <0,
sio< <,
f(t): . X X
2—t sil<t<?2,
sit>2.

Il s’agit d'une ligne brisée dont les coins se situent aux points de coordonnées (0,0), (1,1)
et (2,0). Voicile graphe:

3. a) Jecherche a calculer les intégrales de f sur les intervalles [0, a] et | a,2a].

e Sur [0, a], I'expression de f est donnée par f(f) =
2

a’’

Une primitive de f est donnée par F(¢) = Alors l'intégrale vaut

2a%°
a a t T R N |
t dt:f —dr= - _ ——
fo ro 0 a? 2a% |, 2a* 2a® 2
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a—t
e Sur |a,2al,'expression de f est donnée par f (1) = 5
a
o ) 2ar-11*  4ar-12
Une primitive de f est donnée par F(f) = 5 = R
L a 2a
Alors l'intégrale vaut
2 2a 20—t dat—12)*"
foHde = f dt = | ———
a a a? 2a*> |,

_4dax2a-(a)* 4daxa-a* 4a*-3a*

1
2a? 2a? 2a? 2

b) D’apres la question 1., la fonction f est continue sur R.

Elle est aussi positive sur R puisque selon les cas :

e pourt€|-00,0[, f()=0>0,

t
o pourte[O,a], f(t)z;)O, cart}Oetazestuncarré,

2a—t
a

5 >0, cart<2a < 2a—t>0eta2 est un carré,

e pour t€|a,2a], f()=
e pour f € |2a,+00[, f(£)=0>0.
+00

Il ne reste plus qu’a étudier la convergence de l'intégrale f f()dt : aux extrémités,
—00

0 0 +00 +00
la fonction est nulle donc les intégrales f fde = f 0dr et f fde = f 0dr
0o 2

—00 a 2a
+00

convergent et valent 0. Alors par la relation de Chasles, I'intégrale généralisée f)de
(o.0)

converge et vaut

+o00o

+00 0 a 2a
f f(t)dt:f f(t)dt+f f)de+ fde+ f(t)dt:0+%+%+0:1.
—00 —00 0 a

2a

D’apres les trois points précédents, j'en déduis que la fonction f décrit bien une fonction
de densité sur R.

La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si I'intégrale généralisée

+00
f tf(t)dt converge. Or aux extrémités, la fonction est toujours nulle donc les in-
—00

0 0 +o00 +00
tégrales f tf(nde = f 0dr et f tf(nde = f 0dr convergent et valent 0.
—00 —00 2

a 2a
+00

Alors par la relation de Chasles, I'intégrale généralisée f tf(r)dt converge, c’est-a-
—00

dire que la variable aléatoire X admet une espérance et

+00 0 a 2a +00
E(X) :f tf(t)dt:f tf(t)dt+f tf(t)dt+f tf(t)dt+f tf(6)de
_ 0 2

oS —00 a a
2a

a 2a a
:0+f tf(t)dH—f tf(t)dt+0:f tf(t)dt+f tf(r)de.
0 a 0

a

[2
* Sur [0,a], I'expression de f donne que ¢ () = Pt
3

r
Une primitive est donnée par F(t) = 32 Alors l'intégrale vaut
a

a at2
fotf(t)dt_/(; ;dt—

6

a
a’ 03

0:3a2_3a2:

t3
3a?

a
3"
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2at—t*
* Sur |a,2a], 'expression de f donne que ¢ f(t) = —5—.

a
2a51° -3 3arr- 13

Une primitive est donnée par F(t) =
p p az 3 a2

Alors I'intégrale vaut

2a 2“2at—t2
f tf(t)dt:f Tdt:

a a

3ar® - t3r“
a

3a?

_3ax(a*-Qa)?® 3axa*-a’ 4a’>-2a° 2a

3a? 3a? 3a? 3

Et finalement I'’espérance de X vaut

+00 a 2a a 2a
E(X):f tf(t)dt:f tf(t)dt+f tf(dt==+—="=a.
—00 0 a 3 3 3

b) Delaméme maniére, la variable aléatoire X* admet une espérance si et seulement sil'in-

+o0 0 +o00
tégrale généralisée f t* f(t)dt converge. Or f £ f(6)dt = f 1 f()dt = 0 donc
—00 —00 2a
+oo
par la relation de Chasles, 'intégrale généralisée f t* f(t)dt converge, c est-a-dire
—00

que la variable aléatoire X* admet une espérance et

E(X?) = f

—00

+

0 a 2a
(1) dt:f (o dr+f 2 f(0) dt.
0 a
/3
e Sur [0,al, I'expression de f donne que 2 f(n) = et
4

r
Une primitive est donnée par F(t) = 12 Alors l'intégrale vaut
a

a a t?) t4 a a4 04 aZ
f tzf(t)dt:f —dt= =——— =
0 0 a? 4a? |, 4a*> 4a®> 4
2at®> - 13
e Sur ]a,2al, 'expression de f donne que ¢ f(t) = =
o 2a33- 31" 8ar*-3¢
Une primitive est donnée par F(t) = =
a? 12a2

Alors l'intégrale vaut

2a 2a2ar* -1
Pt dt:f =2 dr=
fa £ —

a

a3 —3111*
12a? ]a

_ 8ax CaP-3x2a)* 8axa®-3a* _16a*-5a* 11a?

B 1242 1222 12¢2 12

Et finalement I'espérance de X? vaut

+

00 a 2a 2 11a®> 3a* 11a® 74
E(X? :f 2 tdt:f (0 de f 2rpdr=L = =,
(x°) —o0 AL 0 1 +a 1o 1 12 12 T 12 6

¢) Comme la variable aléatoire X? admet une espérance, alors la variable aléatoire X admet
une variance et celle-ci est donnée par la formule de Kénig-Huygens :
7> , 7a® 6a® a*

_E(X2) — B2 = L faw _bar_a
V0 =E(X*)-EX)’=——-a’=——-——=—.
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5.

a)

b)

a)

b)

c)

Je calcule d’abord I'espérance de X, :
Comme pour tout k€ [1,n], E(Xi)=E(X)=a, alors parlinéarité

1 n
n

k=1

E(Xn)=E =~ Y EXp==) EX)=~xnxa=a.
k=1 nj=1 n

Je calcule désormais la variance V(X ) :
Comme les variables Xi, Xy, ..., X;; sont mutuellement indépendantes, alors

V(X,)=V
k=1

1 ] &
EZXIC):?ZV(Xk):_ZV(X):_XnX—:—.

Puisque E(X,) = a, alors la biais de X, est donné par
b(Xn)=E(X,)—a=a—a=0.

Ainsi j’ai bien montré que X, est un estimateur sans biais de a.
Puis comme I'estimateur T}, est sans biais, alors le risque quadratique de X, est donné

par la variance :

a2

(%) = V(Ka) = -

Comme 'estimateur X ,, admet une variance, je peux appliquer I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev: pourtoute >0,

V(Xn) . — 612 1
ie. P(|X,-a|>e|< <o

P(|X0- E(Xn)| > €] <
Les valeurs de I'espérance et de la variance ont été calculées a la question précédente
et la derniere inégalité provient du fait que comme 0 < a < 1, alors a® < 1.
En passant a I’événement contraire, alors j'obtiens que pour tout € > 0,

1
6ne2’

P(|Xu-al<e)>1
Puis en retirant la valeur absolue,
|Xn—a|=|la-X,|<e < -e<a-X,<e < Xp-e<a<Xp+e,

et j’ai bien montré que

_ _ 1
p(Xn—g<a<Xn+g)>1

~ 6ne?’
En appliquant le résultat précédent a € = ! et n=1000, jobtiens alors que
V600
P()_(looo—L<d<)?1000+#)>1—;=1—i:g.
v/600 v/600 6 x 1000 x & 10 10

_ 1 1
X1000 — \/ﬁ,)ﬁooo*‘\/ﬁ]

au niveau de confiance 90%.

Ainsil'intervalle [ est un intervalle de confiance de a
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Exercice 3 - Avant de démarrer, je fixe les notations pour les événements suivants :

e R:"laboule tirée est rouge", e U: "laboule tirée porte le numéro 1",
e V:"la boule tirée est verte", e D:"laboule tirée porte le numéro 2".
1. a) Jecherche P(RNU):

b)

c)

a)

b)

D’apres I'énoncé, 20% des boules sont rouges et portent le numéro 1. Ainsi
P(RnU)=0.2.

Je cherche P(D) :
D’apres 'énoncé, P(D) = P(RNU). En effet, les boules qui ne sont pas parmi les 20% qui
sont rouges et portent le numéro 1 portent toutes le numéro 2. Ainsi

P(D)=1-0.2=0.8.

Je cherche P(R) :
D’apres I'énoncé, les événements U et D forment un systeme complet d’événements.
Alors d’apres la formule des probabilités totales,

P(R)=P(RnU)+P(RND)=0.2+P(D) x Pp(R) =0.2+0.8 x 0.1 =0.2+0.08 = 0.28.

En effet Pp(R) est la probabilité pour une boule portant le numéro 2 d’étre verte,
qui est de 10% d’apres I'énoncé.

La variable aléatoire G peut prendre trois valeurs selon le résultat du tirage.
Le support de G est donné par { —1,1,2} et les probabilités associées sont

P(G=-1)=P(V)=P(R)=1-0.28=1-0.72,

P(G=1)=P(RNU)=02 et P(G=2)=P(RnD)=0.08.

Je récapitule la loi de la variable aléatoire discrete finie G sous la forme d’un tableau :

X -1 1 2
P(G=x) | 0.72 | 0.2 | 0.08

3
Pour calculer 'espérance de G, j'utilise la définition E(G) = Z x;P(G=x;):
i=1

EG)=-1x0.72+1x0.2+2x0.08=-0.724+0.24+0.16 = —0.36.
Pour calculer la variance de G, j'utilise la formule de Kénig-Huygens :
V(G) = E(G*) - E(G)*,
Je calcule I'espérance de G* grace au théoréme de transfert :
E(G*) =(-1)*%x0.72+1*x 0.2+2%x 0.08 = 0.72 +0.2 + 0.32 = 1.24.
Alors la variance de G vaut

V(G) = E(G*) - E(G)* = 1.24 - (~0.36)* = 1.24 — 0.1296 = 1.1104.
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3. a)
b)
c)
4, a)
b)

11 s’agit de n répétitions identiques et indépendantes d’'un méme tirage.

e Lavariable aléatoire R,, compte le nombre de succes R : "la boule tirée est rouge"”, de
probabilité pr = 0.28. Donc R, suit une loi binomiale de parametres n et pr = 0.28.

e Lavariable aléatoire V;, compte le nombre de succes V: "la boule tirée est verte", de
probabilité py = 0.72. Donc V,, suit une loi binomiale de parametres n et py = 0.72.

o La variable aléatoire U,, compte le nombre de succeés U : "la boule tirée porte le
numéro 1", de probabilité py =0.2.
Donc U, suit une loi binomiale de parametres n et py = 0.2.

o La variable aléatoire D, compte le nombre de succes D : "la boule tirée porte le
numéro 2", de probabilité pp = 0.8.
Donc D,, suit une loi binomiale de parametres n et pp = 0.8.

Comme ces quatre lois sont des lois binomiales, alors leurs espérances sont données par
E(R,) =npr=0.28n, E(V,) =npy =0.72n,
EWU,)=npy=02n et ED,) =npp=0.8n.

Les variables R,, et V,, comptent respectivement le nombre de boules rouges et de boules
vertes parmi les n tirages. Comme il n'y a pas d’autres couleurs possibles, alors

R,+V,=n.

Puisque V,, = n — R, les variables aléatoires R, et V;, ne sont pas indépendantes
et leur covariance est donnée par

Cov(R,, V;;) = Cov(R,, n—R,;) = Cov(R,, n) —Cov(R,, R;) =0-V(R,)
=-npr(l—pr)=—-nprpy =-nx0.28 x0.72=-0.2016n.

De la méme maniere, puisque chaque boule porte le numéro 1 ou le numéro 2,
alors les variables U,, et D,, vérifient que

U,+D,=n.

Puisque D, = n— Uy, les variables aléatoires U,, et D,, ne sont pas indépendantes
et leur covariance est donnée par

Cov(Uy, D;;) = Cov(Uy,, n—Uy) = Cov(U,, n) — Cov(U,,U,) =0-V(Uy,)
=-npy(l—py)=—-npypp=-nx0.2x0.8=-0.16n.

11 suffit de compter le nombre de boules par gain parmi les n boules tirées :
e Les boules rapportant un euro sont celles portant le numéro 1: ilyena U,.

e Les boules rapportant deux euros sont celles portant le numéro 2 qui ne sont pas
vertes: ilyenaD,—-V,.

e Les boules faisant perdre un euro sont les boules vertes: ilyena V.

Ainsi a l'issue des n tirages, la variable aléatoire G,, est donnée par
Gy,=1xU,+2x(D,;,-V,)-1xV,=U,+2D, -2V, -V, =U, +2D,,—3V,,.
Par linéarité de I'’espérance,

E(G,) = E(U,)+2E(D,)-3E(V,) =0.2n+2x0.8n-3x0.72n = (0.2+1.6—2.16)n = —0.36n.

10
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Exercice 4 -
1. Je raisonne par récurrence sur 7 € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: "a, et b, sont bien définis et strictement positifs".

Initialisation: Pourn=0, ap=1etby=2 sontbien définis et strictement positifs.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité : Soitn > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, 'estaussi. Alors

an+b : o . e S
* Apy = % est bien défini et strictement positif puisque par hypothése de

récurrence, a,>0etb,>0donca,+ b, >0,
e byi1 =V ap+1b, estaussibien défini puisque a,+; >0et b, > 0.
Et comme c’est une racine carrée d'un nombre strictement positif, b,+; > 0.
Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de
récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire que pour tout entier na-
turel n, les réels a,, et b, sont bien définis et strictement positifs.

2. Voici le script complété.

n=input("entrez une valeur pour n")
a=1
b=2
for k=1:n
a=(a+b)/2
b=sqrt (a*xb)
end
disp(a,"a=")
disp(b,"b=")

3. En utilisant les formules de récurrence et les valeurs de ’énoncé,

_a0+b0 1+

2 3 3
a = == "= et by=vVaiby=1/=x2=V3.
1 2 2 2 1 1bo 2><

4. a) Grace aux formules de a;; et b, et en utilisant '’expression conjuguée, alors
bp+1— an+1 = Vans1bn — ane1 = Van x (\/ bn—v an+1)

\/b_n+ An+1

=+a x b,—+a X
n+1 (\/_n n+1) \/b_n+ o

Va
= = (Vou ~ Vana) < (VB + V)
bn"‘\/ an+1
- v&¥na+l Varmx(bn—anﬂ):— Va”“x(bn_M)
V bp+an V bp+/an 2
Vant1  bp—an _ Van+1 < (bn—a)

VbV 2 2(b+ya)

b) Je raisonne par récurrence sur n € N.

Enoncé: Je note P, la propriété: a,<b,.

11
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c)

d)

Initialisation: Pourn=0, ay=1 et by=2. Ainsi Py estvraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.

Alors
vV an+1
2 (\/b_n+ \Y an+1)

et tous les facteurs impliqués sont strictement positifs, comme racines carrées de
nombres strictement positifs et par hypothese de récurrence,

cara, <b,, < b,—a;>0. Ainsi b, .1 —a,u+1 >0, i.e a1 <bys1.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

bpi1—an+1 = x (bn - an)

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0, i.e.

VnelN, a;<b,.

Pour obtenir les variations de la suite (a,) ,en, je calcule la différence entre deux termes
consécutifs quelconques. Soit n € N,

anp=——"2>0,
2 n

n+1 —ap = >

puisque d’apres la question précédente, a, < by, i.e. b, —a, >0. J'ai ainsi montré que
vneN, api1—an>0,ie a,.1>a, Donclasuite (a,),ey est strictement croissante.

Par définition de b;;+1,

bZ
2 n+l
b1 =an1by, <= by= .
An+1

Alors comme a la question précédente, je calcule la différence entre deux termes consé-
cutifs quelconques. Soit n € N,

b? b
bps1— by =Dbps1 - el - by x (1 - n+1) <0,

ap+1 ap+1
. . . bn+1 bn+1
puisque d’apres la question précédente, a1 < bp+1, ie. >l < 1- <0.
. ) . an+1 Ap+1
J’ai ainsi montré que VneN, b,y —b,<0,i.e ay+1 < ap.
Donc la suite (b;,) ,en €St strictement décroissante.
VvV an+1

< 1. Puisen

Je sais que Vb, >0. Alors Vb, ++ans1 > Vany, €t ————
V bn + AV an+1

injectant cette inéquation dans I’expression de la question 4.a), j’obtiens directement

N
2(\/b_n+ an+1)

Pour 'encadrement, je raisonne par récurrence sur n € N.

1
bpy1—ans1 = X (bn - an) < 5 X (bn - an)-

Enoncé: Je note P, la propriété: 0< b, —a, < T

1
Initialisation: Pourn=0, by—ap=2-1=1 et 0<1< 2 =1. AinsiPy est vraie.

12
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b)

c)

d)

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.

Alors by+1 — an+1 est strictement positif d’apres la question 4.b) et
1 1 1 1
O<bn+1—6ln+1<§>< (bn—an)<5x 2_”: onil

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0, i.e.
1
271
Je sais que pour tout entier naturel n, a, < b, et que la suite (by) ,en e€st strictement
décroissante. Donc en particulier b, < by et ainsi

VneN, 0<b,-a,<

a, < b, < by.

De la méme maniere, en utilisant cette fois la stricte croissance de la suite (a;,) en,
alors a,, > ag et ainsi
ap < ap < by,.
Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier naturel n,
a,<by et ag<by,.

La suite (a,)en est strictement croissante et majorée par by d’apres la question 5.b).
Par théoréme de la limite monotone, la suite (a,) ,en converge vers une limite ¢,.
De la méme maniere, la suite (by),en est strictement décroissante et minorée par ay.
Par théoréme de la limite monotone, la suite (b,) ,en converge vers une limite £,.
Pour montrer que ces deux limites sont égales, j étudie la suite (b, — a,,)neN.
Par convergence des suites (a,) sen €t (by) nen, Cette suite converge et

lim bn—an=[b—5a.

n—+oo
Or je connais un encadrement de cette suite par la question 5.a)

1
etcomme lim 0= lim — =0, alors par le théoréme des gendarmes, j’en déduis que
n—+oo n—+oo 2N

n—+oo

Enfin par unicité de la limite,
lp—V0,=0 < (,=0p,

ce qui signifie que les deux suites (a;) nen €t (by) nen convergent vers une méme limite £.

Par stricte croissance de la suite (a;,) ,en, alors pour tout entier naturel n, a, < /.
De méme, par stricte décroissance de la suite (by,) ,en, alors pour tout entier n, ¢ < by,.
Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier naturel n,

a, << b,
6. Je procede par élimination. Jesaisquel=ay< ¢ < by=2. Donc
3 1.73
. £ —— < 1 ne peut pas étre la limite ¢.
n 3.14
3 _ 3
e — =~ —— <1 ne peut pas étre la limite ¢.
/4 3 14

e 3> 2ne peut pas étre la limite ¢.

Ainsi la limite commune aux suites (ay) nen €t (by) nen €St € = ——.

/A
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7.

a) Voici le script complété.

b)

a)

b)

n=0

a=1

b=2

while b-a>10A-3
a=(a+b)/2
b=sqrt (axb)
n=n+1

end

disp(n)

Ce script affiche le plus petit entier n tel que

1
2—n<10‘3 — 2">10°=1000.

Il s’agit de n = 10 puisque
210-1024>1000 et 2°=512<1000.

Si le script renvoie 5, alors bs — as < 1073 (et by — a4 > 1072 mais c’est ici inutile).
En particulier, puisque a5 < ¢ < bs, alors as et b; sont deux valeurs approchées de ¢
amoins de 10~° preés : I'une par valeur inférieure, as, I’autre par valeur supérieure, bs.

D’apres la question 5.a), je sais que pour tout entier neN, 0< b, —a;, < on"
En particulier, pour n = 10,

1 _
0<b10—010<ﬁ<10 3.

Du fait que le script de la question 7.b) me renvoie 10, je peux déduire que le script de la
question 7.a) me renverra forcément un entier plus petit ou égal a 10.
En effet, pour n = 10, le critere d’arrét est vérifié. Cependant, méme si pour n =9,

> > 1073, je peux quand méme avoir que 0 < b, — a, < 107>, Les deux valeurs ren-

voyées par les scripts ne se contredisent ainsi pas puisqu’elles vérifient bien que 5 < 10.

14



