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ECRICOME 2022 I

Exercice 1 - Partie A — Calcul matriciel et suites

1. a) Jecalcule le produit PQ:

1 1 0)\(1 1 1 1+2 1-1 1-1 3 00
rPQ=|1 -1 1|2 -1 -1|=(1-2+1 1+1+1 1+1-2|=]|0 3 0]|=3I
1 0 -1)\1 1 =2 1-1 1-1 1+2 0 0 3

1
b) Comme P x Q=31, alorsen particulier P x (gQ) =1

_ 1
Donc la matrice P est inversible et son inverse est donnée par P~! = §Q'

2. a) SoitneN. Je calculele produit MX,, :

21 1\(a, 2a,+ by, + ¢y, 2 4 4 anil
1 an by ¢y
MXn:Z 1 2 1||by|==|an+2bp+ch|=|—+—+—|=|bn+1|=Xn+1-
n n n
4 4 2

Grace aux formules de récurrence des suites (@;) nen, (Dn) nen €t (€1) nens
je retrouve bien que pour tout n €N, X, =MX,.

b) Je raisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: X, =M"X,.
Initialisation: Pour n =0,
M Xy =1x X, = Xo.
Ainsi Py est vraie.
Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors d’apres la question précédente,
Xp+1=MX, =M x M"Xg= M"' X,.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n > 0, i.e.

vneN, X,=M"X,.

3. a) Je calcule chaque matrice puis le produit :

1 11 -2 1 1

AM-1=]1 11 et AM-4I=|1 -2 1

1 11 1 1 -2

donc

-2+1+1 1-2+1 1+1-2 0 0O
(4M I 4M 4I -2+1+1 1-2+1 1+1-2|=|0 0 Of.
-2+1+1 1-2+1 1+1-2 0 00

J’ai bien montré que la matrice (4M — I)(4M —41) est la matrice nulle.
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b) Comme (4M — I)(4M —41) est la matrice nulle, alors (4X —1)(4X —4) est un polynéme
annulateur de la matrice M. Ainsi les valeurs propres possibles pour M sont parmi les
racines de ce polynome. Je cherche donc les racines :

(4X-1)4X-4)=0 <= 4X-1=00ud4X-4=0 <= 4X=1o0u4dX=4

1 4
— X=-o0ouX=-=1.
4 4

1
Ainsi les valeurs propres possibles pour la matrice M sont 1 etl.

4. a) Jecherchela matrice D telle que M = PDP~!. Comme P est inversible,
en multipliant 4 gauche par P~! et a droite par P, jobtiens que

P lxMxP=P 'xPDP 'xP=IxDxI=D, ie. D=P 'MP

Ainsi je calcule les produits :

(2111 o0 241+1 2-1 1-1) (4 1 0
MP==[1 2 1|1 =1 1|==|142+1 1-2 2-1|=-|4 -1 1
4111 2/ 0o 41 1+1+42 1-1 1-2) *la o -1

et

4+4+4 1-1 1-1
=—|8-4-4 2+1 -1+1|=
4+4-8 1-1 1+2

—_—
(@] [e) —
O =
Bl= o O

1 0 0
1
Alors la matrice D est bien diagonale et D= 0 4 01,
1
0 0 -
4

b) Puisque M = PDP™!, alors par récurrence, j'obtiens que M" = PD"P!,

c¢) Comme la matrice D est diagonale, alors pour tout entier n € N,

1" 0 0 1 O 0

o B o Ll o]
oo )l

Puis je calcule les produits :

11’1
10 0 1(1) 0
n
n11001 10" (1\"
PD"=11 -1 1 4 =11 -3 T
171

1 0 100(_) o
e

4
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et
1 n
1 () 0
! 1 1 1
1 1 1\*  (1\"
PD"xPl1=pPD"x-Q==]1 —(—) (—) 2 -1 -1
3 3 4 4 1 1 -2

1\" 1\" 1\"
el
4 4 4
1 1\" 1\" 1\" 1\" 1\" 1\"
=—|1-2x|=| +[=| 1+|=| +[=] 1+[3| -2x[=]| |.
3 4 4 4 4 4 4
1\" 1\" 1\"
1_(_) 1_(_) 1+2x(_)
4 4 4
Ainsi j’ai bien montré que la matrice M" est donnée par
1\" 1\" 1\"
vafg) () -(3)
4 4 4
1 1\" 1\" 1\"
M =1 1_(_) 142 _) 1_(_)
3 4 4 4
1\" 1\" 1\"
1_(_) 1_(_) 142 _)
4 4 4
d) D’apresla question 2.b), pour tout entier n € N,
ap ap 1
b,|=X,=M"Xog=M"x|by|=M"x|0
Cn Co 0
Ainsi
1 1\" 1 1 1 2
ap==%|1+2|=| |=ox[1+2x —|==-x[1+—],
3 4 3 4n 3 4n
1 1 1 1 1\" 1 1
b, = = x - et c,=-—x[1-|= = x|1-—
3 3 Cgn 3 4 3 4n
n . 1 ) 2
e) Comme4>1,alors lim 4" =+00 et parquotient, hm,——:lml——:Q
n—+oo —+o0 4 n—+oo 4"
Donc
li _ 1 1+0)= L t lim b li L 1-0)= L
A an=g(ir0)=3 et lim by= lim e =3(1-0)=3.
5. Voici le script complété.
n=0
a=1; b=0
while a>0.0334 and b<0.333
n=n+1
a=1/3%(1+(2/4An))
b=1/3*(1-(1/4An))
end
disp(n)
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6.

7.

Partie B — Application a un jeu de hasard
Selon I'’énoncé, au début du jeu, le pion est sur la case 0. Donc directement
P(Ag) =1, P(Bp) =0 et P(Cp) =0,

ce qui corrobore bien le fait que Ay est 'événement certain et que By et Cy sont des événe-
ments impossibles, comme annoncé en fin d’énoncé.

Puis le joueur avance son pion de 0, 1, 2 ou 3 cases en fonction du chiffre tiré de maniere
équiprobable. Je remarque que s’il tire 0 ou 3, le pion ne bouge pas ou avance de trois
cases, ce qui le raméne a la méme case.

2
Donc a l'issue du premier coup, le joueur sera encore sur la case 0 avec probabilité 7 sur la

1 1
case 1 avec probabilité 1 et sur la case 2 avec probabilité T Ainsi j’ai montré que

P(A) =P({0,3}) =~ = P(By) = P({1}) = et P(C))=P({2})=

e
-

1
2)

>

a) Pour les mémes raisons qu’au premier coup, si a I'issue du n-ieme coup, le pion est sur
la case 0, alors il y sera encore a l'issue du coup suivant si le joueur a tiré 0 (ne bouge pas)
ou 3 (fait un tour complet). Il s’agit de deux possibilités sur quatre dans une situation
d’équiprobabilité, donc

2 1
Py, (A1) = P({0,3}) = — = —.
4 2
Si al'issue du n-ieme coup, le pion est sur la case 1, alors il sera sur la case 0 a I'issue du
coup suivant si le joueur a tiré 2. Donc

P, (Ans1) = P(12}) =

NI

Et si a I'issue du n-ieme coup, le pion est sur la case 2, alors il sera sur la case 0 a 'issue
du coup suivant si le joueur a tiré 1. Donc

]

Pc,(An+1) =P({1}) =

b) D’apres la formule des probabilités totales, comme pour tout n € N, {An, B, Cn}
forme un systeme complet d’événements, alors

P(Api1) =P(AnnApi1) +P(BpnApi1) + P(Chn Api)
= P(Ap) x Pa,(An+1) + P(By) x Pg, (An+1) + P(Cy) x Pc, (An+1)

1 1 1
= P(Ap) % 5+ P(By) x 4 +P(Cp) x

Je peux montrer exactement de la méme facon que
1 1 1
P(Bus+1) = P(Ap) x 2+ P(By) x 5+ P(C) x

t
¢ 1 1 1
P(Cps1) = P(Ap) x 7 HPB) x 2+ P(Cy) x 2.
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c) Les formules de récurrence des suites (a;)nen, (Dn)nen €t (€n)nen sont les mémes que
celles vérifiées par les suites (P(Az)),cny (P(Bn))en €t (P(Cp)),en-  Aussi, les termes
initiaux ay, by et ¢y correspondent aux probabilités initiales P(Ay), P(By) et P(Cp).

Donc ces suites possedent la méme définition, i.e. pour tout entier n € N,

o1 2 = 1 1 1 1
P(An)—an—g 1+4_nr p(Bn,)— n—§ 1_4_1’1 et p(Cl’l)_Cl’l_g 1_4_1’1
8. J’ai montré a la question 4.e) que la limite de chacune des trois suites (ay)nen, (bn)nen

1
et (cp)nen vaut 3 En terme de probabilités, cela signifie qu’apres un grand nombre de

ce s DA s 1
coups, la probabilité d’étre sur n'importe quelle case du plateau est proche de 3
La situation tend a se rapprocher d'une situation d’équiprobabilité.
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Exercice 2 -

1. a)

b)

c)

b)

c)

Je raisonne par composition puis par produit :

liml+x= 0

x—-1

)l(imo In(X) = —0o Par composition, xllrgl In(1+ x) = —oco.

Puis
lim x= -1
. x=-1 Par produit, lim xIn(1+ x) = +oo.
lim In(1+x) = —o0 x—-1

x—-1

Graphiquement, je peux en déduire que la courbe Cy admet une asymptote verticale
d’équation x = —1.

De méme, par composition puis par produit :

lim 1+x=+0c0

Xhoo Par composition, lim In(1+ x) = +oo.
lim In(X) =400 x—+oo

X—+o0

Puis
lim x=+o0
. e Par produit, lim xIn(1+ x) = +oo.

hrP In(1+ x) =400 x—+

X—+00

fx)

Pour étudier une éventuelle branche parabolique, il me faut étudier la limite de ——

X
fx)

Or —=In(1+x) et lim In(1+ x) = +oco. Donc la courbe Cf admet bien une
X X—+00

branche parabolique au voisinage de +oo, de direction (Oy).

La fonction f est dérivable sur | — 1,+o0o[. f est de la forme f = u x v, avec u(x) = x
!

etv(x)=In(1+x). Alorsu/ (x)=1etv'(x)= w

w(x)

Comme w'(x) =1, alors v'(x) = 7 et doncpourtoutxe|—1,+o0],
X

,avec w(x)=1+x.

f/( B 1 _ X
x)=1xIn(l+x)+xx =In(1+x)+——.
1+x 1+x

Je dérive de nouveau f’ pour trouver f”. La fonction f’ est dérivable sur | — 1, +oo|.

f' est une somme donc je dérive terme a terme :

1
 Je connais déja la dérivée de v(x) =In(1 + x), qui est V(x) = P EE
X
X Ix(1+x)—xx1 1
o Ladérivée de u(x) = —— est donnée par u'(x) = ( ) = .
1+x (1+ x)? (1+x)?
Alors pour tout x € | —1,+00[, j'ai bien montré que
1 1 (1+x0+1  x+2

T BT Aoy T pe L

Pour étudier les variations de f’, il me faut étudier le signe de la dérivée f”.

Or pour x € ] -1, +oo[, x>-1 < x+2>1>0. Etcomme le dénominateur est un
carré, il est positif. Ainsi pour tout x € | —1,+0o[, f”(x) >0 donc la fonction [’ est
croissante sur l'intervalle | — 1, +oo|.
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3. a) Je calcule f'(0) en remplacant x par 0 dans la formule obtenue en question 2.a) :
0
'0)=In(1+0)+——=In(1)+0=0.
f(0) =In( ) 130 n(1)

Comme [’ est croissante et que f'(0) = 0, alors je peux en déduire que f'(x) est
négatif pour x <0 et positif pour x > 0.
b) D’apres la question précédente, je connais le signe de la dérivée .
Je peux donc déduire les variations de la fonction f. Voici le tableau de variation de f,
complété avec les limites trouvées en question1l. et f(0)=0xIn(1+0)=0.

X -1 0 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
0

4. Grace au tableau de variation et a 'asymptote x = —1, je peux tracer I'allure de la courbe Cy.
Je note qu’en 0, la courbe passe par 'axe des abscisses et la tangente est horizontale.

-1

1 1
5. a) Je cherche a calculer f fx)dx = f xIn(1+x)dx. Jepose
0 0

[\

X
/ = = —
ux)=x u(x) >
1
v(x)=In(1+x) vV(x)= —
1+x
Alors par intégration par parties,
1 2 1 1,2 1
f xIn(x)dx = [x—ln(1+x) —f x—>< dx
0 2 0 0o 2 1+x
12 0? 11 x? In@2) 1 ! x?
=—Inl+1)-—In1+0)--=-|] —dx=—-"--| —
2 2 2Jo 1+x 2 2Jo 1+x

In2) 1! x2

1
’ai bien montré que xdx= — -~ -
J q f() 10 2 2Jo 1+x

7
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b)

c)

d)

Pour vérifier cette égalité, il me suffit de partir du terme de droite puis de tout mettre au
méme dénominateur :

I _@-Dx+D 1 I e
x+1 x+1 LT T R
Enréécrivant'intégrande selon I'expression trouvée précédemment puis en primitivant
terme a terme, j'obtiens que

x—-1+

f1+x (x 1+ﬁ)dx: %—x+ln(1+x)
0

0
2

0 1 1
= (?_ 1+In(1+ 1)) - (?—0+ln(1+0)) =5" 1+In(2)-0=1In(2) - 7
Finalement, en combinant les résultats des questions précédentes, jobtiens que
_InE 1f1ﬁ(h_mm 1( w_mm InE) 1 1
0

= ——x|(In@2)-=
1+x 2 2 2

2 2

2 2 4 4

6. Voici le script complété.

7. a)
b)
8. a)
b)
c)

function y=f(x)
y=xAn*log(1+x)

endfunction

for n=1:50
x=linspace(0,1,100)
fplot2d(x,f)

end

Graphiquement, I'intégrale I,, représente I'aire sous la courbe de la fonction f,
au-dessus de I'axe des abscisses, entre les droites verticales d’équations x =0 et x = 1.

Al'aide du graphique proposé, je conjecture que la limite de la suite (I,) ,en est nulle.
En effet, I'aire sous la courbe semble se réduire indéfiniment.

Soit un entier n € N* etunréel x € [0, 1] . Alors par croissance de la fonction logarithme,

0<x<]l <= 1<1+x<2 < 0=In1)<In(1+x) <InQ).

">0 etenmultipliant dans I'inégalité précédente,

0< x"In(1 +x) < x"In(2).

Puis comme x >0, alors x
Grace a la question précédente et par linéarité de 'intégrale, pour tout entier n € N,
1 1 1
f 0dx < f x"In(l +x)dx < f x"1n(2) dx.
0 0 0

1
Puis dex:O et
0

1

1 1 n+1 1n+1 0n+1 In(2
f x"1n(2) dx = 1n(2) xf x"dx =1n(2) x =1n(2) x ( — = ( ),
0 0 0 n+l n+1l n+1
ey e . . . In(2)
Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier ne N*, 0< I, < 1
S . L2 . . In(2)
D’apres la question précédente, je connais un encadrementde I,: 0< [, < 1

1n(2)
con+1

1
Puis hm 0 =0 et comme 11m — =0, alors 11m
con

Je conclus grace au theoreme des gendarmes

Jim 1=
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Exercice 3 -

1. J'étudie la continuité de la fonction f en x =0.
Pour cela, je compare les limites a gauche et a droite de 0 :

X 0
lim f(x)=lim0=0 et Ilim f(x lim — = =
x~0‘f( ) x—0" x—0* Fx) = =0t 202 2a?

Comme la limite a gauche de f en 0 est égale a la limite a droite de f en 0,
alors j’en déduis que la fonction f est bien continue en 0.
De la méme maniere, en x =2a :

X 2a 1
lim f(x lim 0=0 et hm b =—.
x—2a* f= x—2a* Jw= x—»2a 2a2 2612 a
Comme la limite a gauche de f en 2a n’est pas égale a la limite a droite de f en 2a,
alors j’en déduis que la fonction f n’est pas continue en 2a.

2. Lafonction f est définie en trois morceaux:
e Pourx¢[0,2a], f(x)=0=0 et pourxel0,2a], f(x)= % >0
car x > 0 et qu'un carré est toujours positif. Donc la fonction f est positive sur R.
e Sur | —00,0[, f(x) =0 est continue car constante, sur [0,2a], f(x) = % est continue

car polynomiale et sur |2a,+oo[, f(x) = 0 est continue car constante.
Grace a la question précédente, je sais que f est aussi continue en 0, mais pas en 2a :
elle admet donc un unique point de discontinuité sur R.

Il me reste a montrer que l'intégrale converge et vaut 1. Par la relation de Chasles,
sous réserve de convergence,

+00 0 2a t +00
ndr = odr + —dr+ 0dzt.
[oo f( ) ‘/;oo ﬁ 2a? fZa

0
Or f 0dr converge et vaut 0, puisque la fonction sous l'intégrale est nulle.

—00
+00
De méme f 0dt converge et vaut 0. Ainsil'intégrale f f(t)dt converge et vaut
2a —00
2a 17 1 (ea? 0?1 44
tdt—f _d_ = —X _—— :—X—:l
f F® 2a2 2 0o 2a? ( 2 2 ) 2a2 2

Ainsi j’ai bien montré que 'intégrale converge et vaut 1.

Grace aux trois points précédents, je conclus que f décrit bien une densité de probabilité.

X
3. a) Lafonction de répartition F de X est donnée par F(x)=P(X < x) = f f(n)de.
—00

Je raisonne ensuite par disjonction de cas :
X

e Six<O, alorsF(x):f 0dr =0,

(e.0]

0 x 21X 2 2 2

i0<x<2a, alorsF(x) f 0dt+f dr=0+ [t] X
e si x<2a, alorsF(x)= — —_——— =,
ST oo 2a? 4a?|, 4a® 4a®  4a?

0 2a t X
e six>2a, alorsF(x):f 0dt+f 2—dt+f 0dr=0+1+0=1.
0 2a

oo a?
0 six <O,
2
Ainsi j’ai bien montré que pour tout x e R, F(x) = x_2 si0 < x<2a,
da
0 six>2a.
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b) D’apres la formule des probabilités composées,

p([x>g]n[x<a]) P(§<X<a)
P[X>%](X<a): P(Xx>4) ) P(X>3)

Puis en utilisant la fonction de répartition,

P(X>E):1_p(xgf):1_p(ﬁ):1_ﬂ:1_“_xizl_izg

2 2 2 4a? 4  4a? 16 16
et ,
a a a? (%) 1 1 3
P(—<X<a):F(a)—F(—):___:___:_,
2 2) 4a® 44> 4 16 16
Finalement

P(é<Xx<a) <+ 3 1
Pixsa)(X <a) =—2 =8 =—=-,
2 P(x>4) £ 15 5
4. Lavariable aléatoire X admet une espérance si et seulement si l'intégrale généralisée

+00
f tf(t)dr converge. Or sous réserve de convergence,

+00 0 2a t +00
f tf(r)dt:f L‘><0dt+f txz—dt+f £ x0d.
_ 0 2

0 —00 a? a

Pour les mémes raisons que précédemment, I'intégrale converge,
i.e. X admet une espérance et

2a
t3

6a?

_(aP® 0* 8a® 4a
o 6a® 6a® 6a> 3

+00 2a t2
E(X):j; tf(t)dt:j; z—azdt:

(e .9]

5. La variable aléatoire X admet une variance si et seulement si la+ggriable aléatoire X* admet
une espérance, i.e.sietseulement sil’intégrale généralisée t? f () dt converge.
—o0
De la méme maniere que dans la question précédente, I'intégrale généralisée converge et

+ 2a

oo 2a t3
E(Xz):f_oo tzf(t)dt:fo gz dt=

Donc X admet une variance et selon la formule de Kénig-Huygens,

t4
8a?

Ca)* 0* 16a* 5
= T aa T a2 S22
0 8a 8a 8a

, s . o [(4a\* ., 164> 18a®> 16a4® 2a?
V(X)=E(X?)-EX)*=2a"-|—| =2a"- = - =
3 9 9 9 9

6. a) Par définition de la fonction de répartition, pour xe R, G(x) = P(Y < x) = P(X2 < x)
et pour x > 0, comme X ne prend que des valeurs positives,

G(x)=P(Y <x)=P(X*< x)=P(X <Vx)=F(Vx).

Ainsi en reprenant ma disjonction de cas :
e six<0, alorsG(x)= P(X2 <x)=0,

e 5i0<VXx<2a, ie0<x<4a? alors G(x) = F(Vx)= =
o sivVx>2a, ie x>4a*, alorsG(x)=F(vx)=1.

10
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b)

c)

d)

b)

c)

0 six <O,
Ainsi j’ai montré que pour tout x e R, G(x) = ﬁ sio<x< 4a?,
1 six>4a.
Comme pour tout x € [0,4a°], G(x) = Ve xZ_—O’
a 4a--0

je reconnais en G la fonction de répartition de la loi uniforme sur l'intervalle [0,4a°].
Et puisque la fonction de répartition caractérise la loi, alors la variable aléatoire Y suit
une loi uniforme sur I'intervalle [0, 4612].

La commande rand () *4xaA2 simule le choix aléatoire d’'un réel uniformément entre 0
et4a’. Ils'agitla de simuler un tirage de la variable aléatoire Y.

En me servant de la simulation de la variable aléatoire Y, alorsla commande
sqrt (rand () *4*xaA2) simule un tirage de la variable aléatoire X.

Je calcule I'espérance de T,. Comme pour tout k€ [1,n], E(Xi)=E(X)=—

alors par linéarité

32’1:X ZE(X) 3 4a
— =— ——an—:a.
4n ;o5 k 4n | k 4n 3

E(T,)=E

Ainsi j’ai bien montré que T, est un estimateur sans biais de a.

Comme l'estimateur T}, est sans biais, le risque quadratique est donné par la variance :
r(T,) = V(T,). Je calcule donc V(T,). Comme les variables Xj, X»,..., X,, sont mu-
tuellement indépendantes, alors

3 & 32 & 9 & 9 , 9a*
—Z Y V(Xi) = Y V(X)) = xnx2a®=—.
4n ~ @n)? = 16n2 o 16n? 8

V(Tn) =

Voici le script complété.

n=length (X)
T_n=3/(4*n) *sum(X)
disp(T_n)

11



