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ECRICOME 2021 I

Exercice 1 -

1. a)
b)
c)
2. a)
b)

Je calcule chaque matrice puis le produit :

1 -2 1 5 =21
M-I=|2 -4 2 et M+3I=|2 0 2
-1 2 -1 -1 2 3

donc
5-4-1 -2+2 1-4+3 0 0O
M-H(M+3)=110-8-2 —-4+4 2-8+6 |=|0 0 0].
-5+4+1 2-2 -1+4-3 0 0O

Comme (M - 1)(M +3I) =03, jendéduis que le polyndme
P(X)=(X-1(X+3)=X*+2X-3

est un polynéme annulateur de la matrice M.

Les valeurs propres possibles pour la matrice M sont les racines du polynéme annula-
teur. Or X*+2X-3=0 < (X-1)(X+3)=0 < X=1o0u X =-3.

Comme X? + 2X — 3 est un polynome annulateur de M et que ses racines sont —3 et 1,
les valeurs propres possibles pour M sont

-3 et 1.

D’apres la question 1.a), je sais que P(M) = (M — I)(M +31) =03, i.e. M?+2M—-31 = 03.
J’en déduis donc que
M?=31-2M.
Je raisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: M" =u,M+v,I.

Initialisation: Pour n =0,
M=T1 et ugM+uvol=0xM+1xI=1.

Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors

M™1 = M™ x M = (upy M+ v,1) x M = uy M* + v, M = 1, (31— 2M) + v, M

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété P, est vraie pour toutn >0, i.e.

vneN, M"=u,M+v,l.
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3. a)
b)
c)
4, a)

D’apres les formules de I’énoncé, je cherche une matrice A telle que

Un+1 _ —2Up+ Uy — Ax Up
v,

Un+1 3up
-2 1 o e . A 1se s oy
3 0), j'obtiens bien I’égalité souhaitée. En effet,

A X = X = = .
Un 3 0 Un Sun Un+1

Je raisonne par récurrence sur n € N.

Alors en posant A= (

Enoncé: Je note P, la propriété : (5”) = A" x

n

Initialisation: Pour n =0,
up) (0 o_ (0} _ 0) (0
(Uo)_(l) et A x 1 —I><(1 =14/
Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.

Alors
Up+1 — Ax Un — Ax A" x 0 :An+1x 0.
Un+1 Un 1 1

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Ainsi Py est vraie.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété P, est vraie pour toutn >0, i.e.

vneN, tm):Aﬁx(ﬂ.
Un 1

Voici les deux scripts complétés.

// Script 1 // Script 2
n=input('n=") n=input('n=")
A=[-2,1;3,0] A=[-2,1;3,0]
C=[0;1] C=[0;1]
C=(AAn)*C for k=1:n
disp(C) C=A*C

end

disp(C)

Je calcule le produit matriciel :

-2 1 1 1
A><V1—(3 O)x(g)_(s)—Vl.
Comme V; est un vecteur non nul qui vérifie AV; = 1V, alors V; est un vecteur
propre de A, associé a la valeur propre 1.

De méme
-2 1 1 -3
wve=(2 D (2)-(F) o

Comme V; est un vecteur non nul qui vérifie AV, = -3V, alors V, est un vecteur
propre de A, associé a la valeur propre —3.

2
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b)

c)

d)

e)

Je calcule le déterminant de la matrice Q: 1x(-1)—-3x1=-1-3=-4,
Comme ce déterminant est non nul, alors la matrice Q est inversible et son inverse est

donné par
1(-1 -1 11 1
-1__ 2 i
Q= 4(—3 1) 4(3 —1)'

La matrice A possede deux valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.
Comme la matrice Q est construite comme juxtaposition des deux vecteurs propres
de A, alors en construisant D comme la matrice diagonale composée des deux valeurs
propres 1l et -3, i.e.

alors A= QDQ ! et donc
Q'AQ=0Q7'QDQ'Q=IDI=D, ie D=Q 'AQ.

Tout d’abord, si D = Q"' AQ, alors en multipliant 2 gauche par Q et a droite par Q" !,
j'obtiens que

QxDxQ '=QQ 'xAxQQ '=IxAxI=A ie A=QDQ "
Je raisonne alors par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: A" =QD"Q .
Initialisation: Pour n =0,
A’=1 et QD°Q'=QIQ'=QQ7'=1
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors, comme d’apres la question précédente A= QDQ ™},

An+1 —A"x A= QDnQ—l % QDQ—I — QD”IDQ_l — QDnDQ—l — QD”+1Q_1.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété est vraie pour tout n >0, i.e.

vneN, A"=QD"Q°l.

Comme D est une matrice diagonale, je sais que

1" 0 1 0
n __ —
b ‘(0 (—3)")‘(0 (—3)”)‘

Puis comme A" = QD"Q™}, alors je calcule les produits :
a1 1 1 0\ (1 (-3"
QD ‘(3 —1)*l0 3773 -(-3)"
et

An:(l (—3)”))(1(1 1)_1

3 -(=3")74\3 -1) 4 '

3+ (=3)"1 34 (-3)"

143x(=3)" 1-(-3)") _1
3-3x(=3)" 3+(-3)" " 4

—1+(=3)"*"! —1+(—3)”)
—3— (=3 _3_(=3)"/

-1
En factorisant par —1, j’obtiens bien A" = e
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5.

f) D’apresla question 3.b), je sais que (l;”) = A" x ((1))

n
En connaissant désormais la formule explicite de A", j'obtiens que Vn €N,

-1 1-(-3)" -1 3+ (=3)"
Up=—x(=1+(=3)")=——— et v,=—x(-3-(-3)")="—"—"-".
"= ( -3)") 1 "= ( -3)") 1
a) D’apresla question 2.b), je sais que M" = u, M + v, 1.
En connaissant désormais les formules explicites de u, et v,;, jobtiens que

R 2 =2 1) g, gn (100
M'=— x| 2 -3 2|+——x|0 1 0
4 -1 2 0 4 0 01
1-(-3)" 3+ (-3)" 1-(-3)" 1-(=3)"
2 x + —2X — _
4 4 4 4
—_(—2\" _(_2\n _a\h _(_a\n
- 9y L2237 _gy 1287 3+, 123
4 4 4 4
1-(=3)" 1-(=3)" 3+(-3)"
- 2 —— -
4 4 4
5-(-3)" (-3)"-1 1-(-3)"
4 2 4
1-(=3)" —(=3)"
D e i
2 2
-3)"-1 1-(-3)" 3+(-3)"
4 2 4

b) Apres exécution d'un des deux scripts de la question 3.c), les variables C(1) et C(2)
contiennent respectivement les valeurs de u,, et v,,. Ainsi le résultat rendu par ce nou-
veau script sera la puissance n-iéme de la matrice M, i.e. M".
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Exercice 2 -

1. a)

b)

c)

b)

c)

Gréace aux croissances comparées, je sais que

1
lim n() =0.
x—+00 X

Graphiquement, j'en déduis que la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale
ala courbe Cy au voisinage de +oo.

u
Lafonction f est donnée sous la forme d'un quotient f = —, avec u(x) = In(x) et v(x) = x.
v
1
Puisque u/(x) = — et v'(x) = 1, alors
X
1

U @) —ux) v (x)  yxx-In(x)x1 1-In(x)

v(x)? x2 x2

f'(x)

Comme un carré est toujours positif, pour tout x > 11le dénominateur de f’(x) est positif.
Donc le signe du quotient est donné par celui du numérateur, a savoir 1 —In(x).
Jerésous: 1-Inx) >0 <— 1>2Inx) < hx)<l << x< el =e.

Je peux désormais établir le tableau de signe de f’(x) et donc le tableau de variation de f.

In(1 1 1
Je remarque aussique f(1) = # =0 et f(e)= ? = -
x 1 e +00
f'(x) + 0 -
1
f / e \
0 0

Je dérive de nouveau f’ pour obtenir f”. La fonction f’ est donnée sous la forme d’'un

1
quotient f' = %, avec u(x) = 1 —In(x) et v(x) = x>. Puisque u'(x) = -t v (x) = 2x,
alors
F100 = —1xx?—(1-In(x)) x 2x _ —x—2x+2xIn(x) _ xx (2In(x) - 3) _2In(x)-3

(x2) 2 x4 x4 x3

Pour déterminer la convexité de f, j’étudie le signe de f” (x).
Pour commencer, comme x > 1, alors le dénominateur X3 est toujours positif.
Donc le signe de f”'(x) est donné par celui de 2In(x) —3.

Nlw

3
Jerésous: 2In(x)-3>0 < 2In(x)>3 < Inkx)> 3 — x>e2.
Je peux alors en déduire que la fonction f est convexe sur I'intervalle [e% , oo,
car f "(x) y est positif, et concave sur l'intervalle [1, e% ] .

La courbe C + admet un point d’inflexion la ot la convexité de la fonction change, c’est-
3
a-dire ici en le point d’abscisse x = e2.

Donc le point (e% f (e%)) est point d’inflexion a la courbe Cy.
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3.

a) Le point M étant positionné sur la courbe représentative de la fonction f,

ses coordonnées sont (ez f (eZ )) (je reconnais le point d'inflexion). Aussi

f(e%):ln(e%) :i:i

3 3 3°
ez 2 2e2

[

b) L'équation de la tangente a la courbe Cr au point d’abscisse a est donnée par la formule

y=fl@x(x—-a)+ f(a). Icia= e% donc I’équation de la tangente devient

y=f{ef)x fx-ef) o (o).

3
2e2
5 3 1
7(e) 1-nfel) 1o -3
e =—==——2
[ et e e
Alors I'équation de la tangente 7 est donnée par
1( %)+3 x+e%+3 x 1.3
=———X|x—e - - — 4 — = -} — ,
V=" 203 23 263 23 2% 205 26>

qui se rameéne a

1 2
y=-53%x + e—%.
c¢) L'axe des ordonnées correspond a I'ensemble des points (x, y) dont ’abscisse est x = 0.
Comme les points de la tangente (7) vérifient I'équation y = —% X X+ ez—%,
je peux trouver quelle est I'ordonnée du point d’abscisse x = 0 sur la tangente (7) :
2 2
y= _ﬁ x 0+ e—% = e—%

Ainsi le point d’intersection N de la tangente (7) avec I’axe des ordonnées a pour coor-

2
données (0, —3)
ez

d) Comme M est le point d’'inflexion de la courbe Cy, alors je conclus que par définition,

3
la tangente est au dessus de la courbe sur l'intervalle [1, e2 ], la ot f est concave, puis

3 s s
en dessous de la courbe sur l'intervalle [eZ , +oo[, la ou f est convexe.

4. Voicil'allure de la courbe Cy et de sa tangente 7.

yiN
0.4

0.3 1
0.2 1
0.1
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5. a)

b)

b)

Al
Soit A > 1. Je cherche a calculer I(A) = f ﬂ dx. Je commence par chercher une
1 X

|
primitive a f(x) = ﬁ Je remarque que f est de la forme f = v’ x u avec u(x) = In(x),
x

1 2 In(x)?
puisqu’alors u'(x) = m Ainsi une primitive de f est donnée par F(x) = % = n(zx) .
Finalement
14 :fAln(x) e In(x)? A: In(A)?  In(1)* _ ln(A)Z'
1 X 2 | 2 2 2
e [T In(x) : e
Par définition, I'intégrale généralisée f —— dx converge si et seulement si la limite
1 X
41
lim neo) dx existe et est finie.

A—+o0 J1 X

Aln(x In(A)?
Or f (x) dcx=1(A) = (2 ) donc sa limite lorsque A tend vers +oo existe et vaut +oo.
1

X
, o e . [T In(x) .
J’en déduis donc que l'intégrale généralisée f —— dx diverge vers +o0.
1 X
. . Aln(x)
Soit A>1. Jecherche a calculer J(A) = f 5 dx. Jepose
1 X
. 1 1
u(x):—2 ulx)=——
X X
1
v(x) =In(x) Vi(x)=—
X

Alors par intégration par parties,

4] 1 A4 rAq 1 In(A) In(1 A1
f n(x)dx: _In(x) _f —X(——)dx:—n()+£+f 1
% x |7 h ox X A 1 1 x2
In(A) 114 In@A 1 1
=- +0+|——| =- S ——
A x|h A A 1
J’ai bien montré que J(A) = —In) 1 +1
d A A
. L. . In(4) ) 1 )
Par croissances comparées, je saisque lim —— =0. Comme lim — =0 aussi,
A—+00 A—+o0 A

j’en déduis par somme que

lim J(A)=-0-0+1=1.

A—+oo

La fonction g est définie en deux morceaux:

Sur l'intervalle ] — 00, 1[, g(x) =0 donc la fonction g est continue car constante.
n(x)
2
fonctions continues. Il ne reste plus qu’a étudier la continuité en x = 1.

1
Sur l'intervalle [1, +oo], g(x) = donc la fonction g est continue comme quotient de

In(x) 3 In(1) 3

x2 12 0

lim g(x)=1lim0=0 et lim g(x)= lim
x—1- x—1- x—1* x—17

Comme la limite a gauche de g en 1 est égale a la limite a droite de gen 1,
j’en déduis que la fonction g est continue en 1. Finalement g est continue sur R.
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b)

c)

d)

b)

J’ai déja montré a la question précédente que la fonction g est continue sur R.
In(x)

Aussi, sur l'intervalle | —oo,1[, g(x) = 0 > 0 et sur l'intervalle [1,+oo[, g(x) = >
X

>0

car x> >0 et In(x) > 1 deés lors que x > 1. Donc la fonction g est positive sur R.
+00

Il ne reste plus qu’a montrer que l'intégrale généralisée g(x) dx converge et vaut 1.
—00

Je décompose, grace a la relation de Chasles :

+00 1 +00 1 +00
f g(x)dxzf g(x)dx+f g(x)dx:f 0dx+f ln(zx) dx.
—00 —00 1 —00 1

X

1

Je sais que f 0dx converge et vaut 0 car la fonction sous I'intégrale est nulle.
(e.9]

¢ In(x) o

Et f 2 dx est la limite de J(A) lorsque A tend vers +oo.
1

Donc cette intégrale converge et vaut 1 par la question 6.b).

Finalement, la fonction g est continue sur R, positive sur R et vérifie

+00 1 +00 |
f g(x)dx:f 0dx+f nx(f)dx:o+1:1_
—00 —00 1

Donc la fonction g est bien une densité de probabilité.

Voici le script complété.

function y=g(x)
if x>=1 then
y=log(x)/(xA2)
else
y=0
end
endfunction
x=linspace(-4,8,100)
plot(x,g)

RN O WN -

©

Lexécution des lignes 8 et 9 du script précédent permet de tracer une représentation
graphique de la courbe représentative de la fonction g sur l'intervalle [ —4,8].

X
La fonction de répartition G de X est donnée par G(x) =P(X < x) = f g(r)dr.
—0o0

Je raisonne par disjonction de cas :
X

e six<l, alorsG(x):f 0dr=0,

—00

! *In(t -1 1
e six>1, alors G(x):f Odt+f iz)dt:](x): nix) - —+1.
1t X x

—00
Ainsi j’ai bien montré que pour tout x € R,

0 six<l1,
Gx) = . 1 In(x)

x> 1.
X

Je cherche P([X > ¢%]):

P([X>e2]):1—P([X<e2]):1—G(e2):1—(1———
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Puis par la formule des probabilités conditionnelles,

P([X>eln[X>¢€*]) P([X>e%)
P X>e?l) = = :
J’ai besoin de P([X>e]):1—P([X<e]):I—G(e)=1—(1—1—ln(e)):1+l:g.
e e e e e
Donc 3
oy 2 3 e 3
Pixse([X>e ])_g_?xi 2"
+00

xg(x) dx converge.

¢) X admet une espérance si et seulement sil’'intégrale généralisée f
—00

In(x) . . s : e :
etj’ai montré ala question 5.b) que I'intégrale de cette fonction entre 1

Orxg(x) =

et +oo diverge. Donc la variable aléatoire X n'admet pas d’espérance.
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Exercice 3 -

1.

a)

b)

a)

b)

c)

a)

Partie A

La variable aléatoire X est a valeurs entieres. Doncl’événement [X > n—1] correspond
a toutes les valeurs entieres strictement supérieures a n— 1, i.e. n, n+1 et toutes les va-
leurs entieres supérieures. En mettant en avant la valeur n, je peux alors décomposer
I’événement [X > n— 1] en les événements incompatibles [ X = n] et [X > n], qui corres-
pond a toutes les valeurs strictement supérieures a n.

Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier n € N*,

(X>n—-1]=[X=n]u[X>nl].
Par la relation obtenue a la question précédente, je sais que
P(IX>n-1])=P([X=nlu[X>n])=P([X =nl)+P([X > nl)

puisque les deux événements sont incompatibles. Comme u, = P([X > nl]), alors
de méme u,_1 = P([X > n—1]) et!'équation précédente se réécrit u,,_; = P([X = nl)+uy,
i.e. pour tout entier n € N¥,

Up—1— up = P([X = nl).

Je suis cette fois en présence de probabilités conditionnelles, supposant que 1'événe-
ment [X > n—1] est vérifié. Immeédiatement Pixs,_1j([X > n—1]) = 1 puisqu'’il s’agit
de la probabilité de I'événement que je suppose. Puis, par un raisonnement similaire
a celui de la question 1.b), pour tout entier n € N*,

1= Pixsp-1)([X =nlU[X > n]) = Pixspn-1)([X = nl) + Pixsn-1 ([X > nl).
Autrement dit,

Pixsn-1([X > nl) =1 = Pxsp-1([X = nl).

) 2 , 2
Lénoncé donne: Pixsn-1([X=nl)= =

. " (oo 2
Donc la formule de la question précédente se réécrit  Pjx>,—1; ([X > n]) =1- = =-.
Puis, par la formule des probabilités composées, j'obtiens que

= P(IX > 1l) = P(1X> 1= 11) % Py (1X > 1) = 1 x

J’ai bien montré que pour tout entier n € N*,
3
Uy = g Un—1.
Gréce a la question précédente, je reconnais en (u,) ,cn Une suite géométrique, de rai-

son g = s et de premier terme uy = 1. Alors la formule explicite de la suite (u,) ,en €5t

~wa=1x[g] = (3]
Up=Up X (g —lxg —g .

Grace a la question 1.b), je sais que pour tout entier n € N,

e (3 < 3

J’ai bien montré que pour tout entier n € N*,

donnée par

2 3 n-1
P([X=n]) = e (g) :

10
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2 3 n—-1 el 2
b) Je remarque que P([X = n]) = g x 5 = p(l — p) pour p = E

2
Je reconnais la la formule des probabilités d'une loi géométrique de parametre p = 5

¢) Comme la variable aléatoire X suit une loi géométrique, alors

5 1-p 2 3 52 3x5 15
=— e V(X)= > :—2:—X—2: = —,
2 p P 522 4 4

E(X)=

T -
| =
~—
SIIN)

Partie B

4. a) Voici le script complété.

function X=geom()
X=1
while rand()>2/5
X=X+1
end
endfunction

b) Voici le script complété.

function Z=simulZ()
X1=geom()
X2=geom()
if X1>X2 then
Z=X1
else
Z=X2
end
endfunction

5. Soit neN*. Comme X; suit la méme loi que X, alors en me resservant de la question 2.c),
3 n
P(IX;<nl)=1-P([X3>nl)=1-P([X>nl)=1-u, :1—(3) .

6. a) Lavariable aléatoire Z est égale ala durée de vie de I'appareil, qui elle-méme correspond
ala durée de vie maximale des deux composants. Ainsila durée de vie de 'appareil est
inférieure ou égale a n si et seulement si les durées de vie des deux composants sont
elles mémes inférieures ou égales a n, i.e. pour tout entier n € N*,

[Z < nl = [max(X;,Xp) < n| =[X; <nln[Xz < nl.

b) Gréace alarelation établie a la question précédente, et puisque les variables aléatoires X;

et X, sont identiques et indépendantes, alors pour tout entier n € N*,
P([Z<n])=P(IX; <nln[Xz < nl) =P([X; < nl) x P([X2 < nl) = P([X; < n])z-

Puis grace au résultat de la question 5., pour tout entier n € N*,

P(lz<n])= (1—(§)n)2:1—2x (g)n+(§ 2xn:1—2(§)n+(%)n.

11
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7.

8.

c) Pour des raisons similaires a celles utilisées dans la question 1., I'’égalité d’événements
[Z < nl=[Z=n]ulZ < n-1] estvérifiée et donc

P(iz<nl)=P(IZ=nl)+P([Z<n-1]) < P([Z=nl)=P([Z< nl)-P([Z< n-1]).
Alors avec les valeurs de la question précédente, j'obtiens que

P(iZz=nl)=P(1Z<n)-P(1Z<n-1)) B -
o )b )
oy (32

:2(2)"1X5 (25) 1X( 25) g(g)"l_g(%)”—l

J’ai bien montré que pour tout entier n € N*,

4(3\"1 16(9)\"!
piz=m=5(5] -3l -

. . . . 3 9
Les deux séries Z ( ) et Z ( ) sont des séries geometriques, de raisons — et —.
n>1 n>1 5 25
Dans les deux cas, comme la raison est strictement comprise entre 0 et 1, la série converge.

Etpourtout N > 1,

N N 4(3 n-1 16( 9 n-1 4 N 3 n-1 16 N n-1
P(iz=n)=)|=|z| -=|= =-Y |z ——Z
—= “=\515 25125 5= \5 25 4
4NZ—1(3)" 16N—1(9)"
5/ 7=\5 25 = \25)
Et par convergence des séries géométriques citées précédemment, toutes les sommes par-
tielles écrites ici convergent et j’obtiens

oo 472 (3\" 16%®(9\" 4 1 16 1
S P(z=n)=23 2] ~2 Y (=] =tx—g-2x—
= 5=\5 25 ‘=4 \25 5 1-%2 25 1-2
4 1 16 1 _4 5 16 25
= X5 oo X = —=2-1=1.
5 ¢ 25 B 52 25 16
J’ai bien montré que
+00
Y P([Z=nl)=1.
n=1

a) Pour vérifier cette égalité, je cherche d’abord a exprimer chacun des termes :
d’apres la question 6.c),
4(3\"t 16(9)\"!
P(IZ=n)==|=| -=—=|=| -
515 25125
Et comme X; suit une loi géométrique de parametre p = = et que Y suit une loi géomé-
. ., 16
trique de parametre p' = 75 alors

2 (3)\"! o1 16 (9!
=22 e ot =gt (3

En rassemblant les morceaux et en multipliant par n, jobtiens bien I’égalité souhaitée :

nP([Z = nl) =2nP([X; = nl)—nP([Y = nl).

12
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b) La variable Z admet une espérance si et seulement si la série Y nP([Z = n]) converge.
n>1
Or pour tout N > 1,

i nP(1Z =n)) = i (2nP(1%:1 = ) - nP(1Y = n)))

né nP([Xy = n])) - né nP([Y = n]))

2 X

Et comme les variables aléatoires X; et Y suivent des lois géométriques, elles admettent
toutes deux des espérances, ce qui me permet d’établir la convergence des deux sommes
partielles ici présentes :

+00 +00
Y nP([X; =nl) existe etvaut E(X;) et Y nP([Y = n]) existe et vaut E(Y).
n=1

n=1

J’en déduis donc que la série ) nP([Z = n]) converge,
n>1
i.e. que la variable aléatoire Z admet un espérance et que

E(Z)_ionP([Z—n])—zE(X) Ey)=2xt_ L _ 5,2 25 _80-25_55
AT TE R T2 18 16 16

Ainsi j’ai montré que
E(Z) = 55
16
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