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ECRICOME 2017 I

Exercice 1 - Partie I - Calcul matriciel

1. Je calcule le produit PQ :

1 1 2 1 1 1 1+9-4 1-9+8 1+3-4 6 00
pPQ=12 0 1 9 -9 3 |=]| 2-2 2+4 2-2 |=|0 6 0|=6I.
3 -1 -3)\-2 4 -2 3-9+6 3+9-12 3-3+6 0 0 6

1
Par conséquent, j’en déduis que P x (EQ) = I3, ce qui suffit a prouver que la matrice P est

4 1
inversible et que son inverse vaut P~ = 5 Q.

1 5
2. Jenote X; =|2|. Le vecteur Xj estnonnulet MX; =10 ]| =5Xj.
3 15
Ainsi X; est vecteur propre de la matrice M, associé a la valeur propre 5.
1 1
Jenote X, =| 0 |.Levecteur X; estnonnulet MX, =] 0 | = X,.
-1 -1
Ainsi X, est vecteur propre de la matrice M, associé a la valeur propre 1.
2 4
Jenote X3=| 1 |.Levecteur X3 estnonnulet MXz=| 2 | =2X;.
-3 )

Ainsi X3 est vecteur propre de la matrice M, associé a la valeur propre 2.

3. La matrice M est une matrice carrée de taille 3 x 3 qui possede trois valeurs propres dis-
tinctes. Alors comme P est la matrice construite comme la juxtaposition des trois vecteurs
propres X, X» et X3, je sais déja que P est inversible, mais en notant D la matrice diagonale

500
composée des valeurs propresde M, D=|0 1 0], jendéduisaussique
0 0 2

1 1
M=PDP!, je. M=PD (EQ) = 6PDQ.

4. Je raisonne par récurrence sur 7 € N.
P 1
Enoncé: Je note P, la propriété: M" = EPD”Q'
Initialisation: Pour n =0,
1 1

1
M°=1, et -PD°Q=-PLQ==-PQ=IL.
3 5 Q 5 3Q 5 Q=1

Ainsi Py est vraie.
Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.

1
Par hypotheése de récurrence,je sais que M" = EPDHQ et d’apres la question 3.,

1
je sais aussi que M = EPDQ' Alors

M =M"x M= 1PD” )x 1PD )—EPD”( le)D
B _(6 Q(6 Q_6 QG Q-

1
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1 1
Comme P! = EQ’ alors Q x EP =13 etdonc

1 1 1
M™ = _pp"[;DQ=~-PD"DQ =-PD"'Q.
6 6 6
Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et que Py est vraie, alors par principe de
récurrence, la propriété P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

1
vneN, M"=_PD"Q.

5. La premiere colonne de la matrice M" est obtenue en effectuant le produit de la matrice M"
! 1
par la matrice colonne |0 |. D’apres la question précédente, je sais que M = EPD”Q.
0
Et comme la matrice D est diagonale, alors pour tout n € N,

5" 0 0 5" 0 0
D*=|l0 1" o|=({0 1 o0].
o o 2" 0 o0 2"

En effectuant successivement les produits de matrices de droite a gauche, j’obtiens que

AN N I 1 1)1} ; (5" 0 0\[1
M"x|o|l==pPD"Q|0|==PD"*| 9 -9 3 ||lol==P[0 1 0
o] © o] © 2 a —2flo) ¢ \lo o 2¢)|-2
T 5" 5" +9—2"+2
=—|2 0 1 9 |[== 2 x 5" — 2"+l
613 —1 —3)\-27*1) OBl3x57_913x2n*

En conclusion, j’ai bien montré que la premiére colonne de la matrice M" est égale a

5" 2249
2(5"-2")
3(5"+2""1) -9

Partie I - Etude de Pentrainement d’un athléte au triathlon
1. SelonI’énoncé, I'athlete commence son entrainement par la natation donc
ap=1, bp=0 et c¢y=0.

Puis selon les regles d’entrainement indiquées dans I’énoncé, comme 'athléte a pratiqué la
natation le jour 0, il pratiquera au jour 1:

¢ la natation avec une probabilité 1/5,
¢ le cyclisme avec une probabilité 1/5,
« la course a pied avec une probabilité 3/5.

Autrement dit,

1 N 3
a =-, =— et c=-.
175 175 175
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2. Soit un entier n € N fixé. D’apres la formule des probabilités totales, comme {An,Bn, Cn}
forme un systeme complet d’événements, alors

ap+1 = P(Ap+1) = P(ApNAp1) + P(BpN Apt1) + P(Cp N Apy)
= P(An)Pa,(An+1) + P(By) Pp,(An+1) + P(Cy) Pc, (An+1)

1 2 1 2
=dn><g+bn><g+cn><0=§6ln+gbn-

De la méme maniére, en utilisant a nouveau la formule des probabilités totales, j'obtiens

1 3 1
by+1=P(Bn+1) = P(An)Pa,(Bn+1) + P(Bn) P, (Bn+1) + P(Cy) Pc, (Bp+1) = st gbn 5 Cn

et
3 4
Cn+1 = P(Cyy1) = P(Ap) P4, (Cpy1) + P(By) P, (Cpy1) + P(Cy) Pc, (Cry1) = gan + gcn-

En conclusion, pour tout n € N,

1 2 1 3 1 3 4
an+l:gan+gbn) bn+1:§an+gbn+gcn et Cn+1:gan+§Cn.

3. Grace aux formules précédentes, je peux écrire que

1 2 1 2
- 5" 5 5 5 a
b”* 1 +z>,b+1 1 3 1 b”
=|-a,+- —-c,l=l- = =
A B R Rl I CTRC R
el 3 4 3., 4"
5 " 5" 5 5
an
Alors pour obtenir A| by, |, il me suffit de poser
Cn
1 2
-~ Z 0
D3| a2
3 4 3 0 4
0 =
5 5

Je remarque alors que la matrice A s’exprime comme un multiple de la matrice M de la

Partie I. Pour résumer, en posant A = gM ,j’ai bien montré que

An+1 anp
V}’l € N, bl’H—l =A bn .
Cn+1 Cn
an
4. Pour simplifier I’écriture, je note Y;, la matrice colonne Y, = | b, |.
Lexpression a démontrer devient alors Cn
| R 1
vYnelN, Y,= 5—nM 0],
0
1

alors que la question précédente se réécrit: VneN, Y, = EM Y,.
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Je proceéde alors par récurrence sur n € N.

1
Enoncé: Je note P, la propriété : Yn:5—nM” 0].
0
Initialisation: Pour n =0, o 1 | 1 1 1
Yo=|bo|=]0] et @Moozlego:o.
Co 0 0 0 0

Ainsi Py est vraie.
Hérédité : Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.

1
1
Par hypothese de récurrence, je sais que Y, = EM "[ 0| et d’apres la question 3.,
1
je sais que Y41 = gMYn. Alors 0
1 1 n ! 1 n+1 !
Y1 =AY, ==Mx—M"|0|=——M 0].
5 5n 5h+l 0

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et que Py est vraie, alors par principe de
récurrence, la propriété P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

an 1 1
vneN, Y,=|b, :5_”Mn 0].
Cn 0

5. Soit n e N. D’apres la question 5. de la Partie I, je sais que
I\ 5"-2""+9
M"|0 =5 2(5"-2")
0 3(5"+2"1) -9

Alors en combinant avec la question précédente, j’obtiens que

an\ n o, (5" —2"249
by|==M"|0|==x=| 2(5"-2")
S" 5" 6 n on+l
Cn 0 3(6"+2") -9
Puis par identification des coefficients, il vient que
1 1 1 2(2\" 3 1\"
an:—><—><(5"—2”+2+9):———(—) +—><(—) ;
6 5" 6 31\5 2 \5

b, :%xS%X(Z(Sn—Zn)):%(l—(g)n),

1 1 (2\" 3(1\}"
Cn:—X—nx(3(5n+2n+l)—9):§+(g) —E(g) .

En conclusion, pour tout entier naturel n € N,

1 2(2\" 3 (1\" 1 2)\" 1 (2\" 3(1)}"
an==-=|=| +=x[=|, b,==(1-|= et cp,==+|=| —=|[=| .
6 31\5 2 \5 3 5 2 \5 2\5
6. Je cherche les limites de chacune de ces trois suites. Elle sont composées de suites géomé-

triques dont je connais les limites.

2 1 N - (2)" (1"
Commege]—l,l[etge]—1,1[,]esalsque lim (=] =0 et lim |=]| =0.

n—+oo\ 5 n—+oo\ 5
Par conséquent, par somme de limites, j’en déduis que
1 1 1
lim a,=-, lim b,==- et lim c,=-.
n—+00 6 n—+oo 3 n—+oo 2
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Exercice 2 -
Partie I - Tirages dans une urne

1. a) En considérant comme succes I'événement "piocher une boule noire", 1a variable aléa-
toire X compte le nombre de succes lors de la répétition successive de 400 expériences
de Bernoulli identiques et indépendantes. Donc X suit une loi binomiale de parametres

1
n=400et p = 7 puisque une seule boule parmi les quatre boules de 'urne est noire.
En particulier, le support est donné par X (Q) = [[0,400] et pour tout k € X(Q),

e

400

P(sz):( K

b) Puisque X suit une loi binomiale, alors
1 3
E(X):np:400><é—1:100 et V(X):np(l—p):looxZ:ZSXS:75.

2. a) Y compte cette fois le nombre de tirages nécessaires avant d’obtenir un premier succes,

lors de la répétition successive d’expériences de Bernoulli identiques et indépendantes.

1
Donc Y suit une loi géométrique de parametre p = h

En particulier, le support est donné par Y (Q) = N* et pour tout k € Y (Q),

1 3 k-1
P(Y:k):—x(—) .
4 4
b) Puisque Y suit une loi géométrique, alors
3 3
1 1 1 — 2 2 3
EV)=-=7=4 et V()=—F=-tr=2="x16=12
P 1 Py w4

3. a) Lavariable aléatoire Z ne semble pas suivre un loi usuelle. En revanche, il s’agit d'une
variable aléatoire discréte finie puisque les valeurs possibles pour Z sont 1, 2, 3 et 4.
Alors le support est donné par Z(Q) = [1,4] et pour déterminer la loi de Z, il suffit de
calculer P(Z =1), P(Z =2), P(Z =3) et P(Z =4), en utilisant la formule des probabilités
composées. ]'obtiens alors

1 3 1 1
PZz=1)=-, P(Z=2)=—-x—-—=—,
4 4 3 4
3 2 1 3 2 1 1
P(Z=3)=—-x=—x—=-=—, P(Z=4)=—-—x—x=x1=—.
4 3 2 4 3 2 4
Alors apres calculs, je remarque que Z suit la loi uniforme sur [[1,4].
b) Comme Z suit une loi uniforme, alors
n+l 4+1 5 n-1 4°-1 15 5
E(Z) = =——=— et V()= = ==,
2 2 2 12 12 1 4

Partie II - Tirages dans une urne choisie au hasard

1. Lavariable aléatoire T compte le nombre de boules noires obtenues apres deux tirages. Au-
cune, une ou deux boules noires peuvent avoir été piochées. Donc T(Q) = [0,2].
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2. Je note P I'événement "obtenir PILE", F I'événement "obtenir FACE" et pour tout k € [0, 2],
N I'événement "obtenir une boule noire au k-ieme tirage" et By I’événement "obtenir une
boule blanche au k-ieme tirage". Alors d’apres la formule des probabilités totales, comme
les événements P et F forment un systéme complet d’événements,

1 1 (3 9 13

1 2 2
P(T:O):P(F)XPF(Blnt)+P(P)xPp(BlmBz):Ex(5) +EX(Z) SRR RETE

1 (1)2 1 1 5
—x|=| ==+—==—.
2 \4 8 32 32

13 5 14 7
P(T=1)=1-P(T=0)-P(T=2)=1-—-—=—=—,
32 32 32 16

De méme,

2
P(T =2)=P(F) x PF(Nl ﬂNz) + P(P) x PP(NI ﬂNZ) = % X (%) +

Et finalement

3. Comme il s’agit d'une variable aléatoire discrete finie,
13 7 5 2x7+10 24 3
ET)=0xP(T=0)+1xP(T=1D+2xP(T=2)=0Xx —+1x —=+4+2X —=—""——=—=—.
32 16 32 32 32 4
Sila variable aléatoire T suivait une loi binomiale B(n, p), comme T(Q) = [0, 2], alors néces-

sairement n serait égal a2. Dans ce cas, 'espérance serait E = np =2p, ce qui force p = —.

3
Ainsi la seule loi binomiale possible serait 3 (2, 5) Mais alors la probabilité P(T = 2) serait

3 9
égale a p* = (5) =51 ce qui n'est pas le cas puisque P(T =2) = Tt

J’en déduis donc que T ne suit pas une loi binomiale.
4. Je calcule puis compare les deux probabilités Pr-,(P) et Pr=;(F) :

P(PN(T=1]) ix(Ex2+3xd) X 3
P(T=1) z 77

Et donc

Pr_1(F)=1-Pro1(P)=1 0 2
T=1 - T=1 = 7—7-

Il est donc plus probable d’avoir obtenu FACE que PILE si une seule boule noire est piochée.
5. Voici le programme complété :

T=0
if grand(1,1,"uin",1,2)==1 then
for k=1:2
if grand(1,1,"uin",1,4)<2 then
T=T+1
end
end
else
for k=1:2
if grand(1,1,"uin",1,4)<3 then
T=T+1
end
end
end
disp(T,"Une simulation de T donne :")
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Exercice 3 - .
Partie I - Etude d’'une fonction

1. Je note Dy I'ensemble de définition de la fonction f. Je sais que la fonction In est définie
sur R} donc Dy c R}. Lautre condition est que x* ne doit pas s’annuler sur D f 1.e.0¢ Dy.
Ainsi j'obtiens que I'ensemble de définition de f est donné par Dy =R} = |0, +oo|.

2. Soit x > 0. Directement je sais que x¥>0 donc

4In(x)
X3

fx) =0 20 = hx)>20 <= x>

3. Je calcule la limite en 0 en décomposant la fraction :

lim4In(x) = —oco
=0 i Bo ot (P quotient, lim f(x) = —oo.
X—

J’en déduis que I'axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe Cy.

In(x)

Par ailleurs, par croissances comparées, lim
x—+oo x3

J’en déduis que I'axe des abscisses est asymptote horizontale a la courbe C en +oo.

=0,donc lim f(x)=0.
X—+00

4, Pour étudier les variations de f, il me faut étudier le signe de la dérivée f’.
u
Orlafonction f est dérivable sur R* et delaforme —, avec u(x) = 4In(x) et v(x) = x°. Comme
v

4
u'(x) = et v'(x) = 3x%, j’en déduis que

U @) - ux)v'(x) % x x3 —4In(x) x 3x2 ~ 4x*(1-3In(x)) 4(1-3Inx)

f'(x)

v(x)? X6 x5 x4

Ainsi f'(x) est du signe de 1 —3In(x), puisque 4 et x* sont toujours positifs. Or

1-3In(x) >0 < 3InW<] < Inx<- < x<es,

W —

et ( 1)
4Infes| 4x1
f(e%) - (e%)3 - 23 :%'

De toutes ces informations, je déduis le tableau de variation de f :

X 0 3 +00
1) + 0 -
4
f 3e
- / \ 0

W=

- . 4 . .
Ainsi f admet le maximum 30 comme unique extremum, atteint lorsque x = e3.
e
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5. Latangente 7 ala courbe C au point d’abscisse 1 a pour équation y = -1+ f(1).0r

4In(1) 4(1-3In(1))
fa= E =0 et f’(l):T:4,
donc une équation de 7 est donnée par
y=4(x-1)+0, ie. y=4x-4.

6. VoicilI'allure de la courbe C; et de sa tangente 7.

« Lafonction h est continue sur | — oo, 1] car constante

y T
1 €
Cr
0 2 3 4 5 X
_1 4
_2 +
Partie Il - Etude d’une variable aléatoire a densité
1. Soit A>1.]Je pose
! 4 -3 2 2
u(x):—3:4x u(x):4><—:——2
X - X
1
v(x) =In(x) vVx)=—
X
Alors par intégration par parties,
A4ln(x 21 N | 2In(A) 2In(1 A9
f ()dx:[— n(x) _f__x_ __2In(4 2In() 2 i
1 X3 x|, h o x® x A? 12 1 x3
_ 2In(A) 114 2In4) 1 1 1 2In(A)
A2 x|, AT A2 12T oAz oAz
A41n(x) 1 2In(A)
’ai bien montré que dc=1-—-— .
J ! fl 3 22
4In(x)
2. e Pourx<1,h(x)=0>0 et pourx=>1,h(x)= e >0,
d’apres la question 2. de la PartieI. Donc VxeR, h(x)>0.

et elle est continue sur |1, +oo[ comme quotient de fonctions continues.

Donc h admet au plus un point de discontinuité.
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+00
« Il reste a montrer que I'intégrale f h(x)dx converge et vaut 1.
1 1 e +00 A
Orf h(x)dx :f 0dx converge etvaut0 et f h(x)dx= lim f f(x)dx.
—o0 —00 1 A—+00 1
A 441 1 2In(A
D’apres la question précédente, f fx)dx = nx) dx=1-—— 2In(4)
1 x3 A2 A?

In(A)
A2

. 1 . .
Or lim — =0 etpar croissances comparées lim

5 = =0 donc par somme,
A—+o0 A A—+o0

dcx=1-0-2x0=1.

A A 41
im | f(x)de= lim n?fx)
A—+o0J1 A—+o0 J1 X

+00
Finalement, j'obtiens que f h(x)dx converge et vaut 1.
1

+00

Puis par la relation de Chasles, I'intégrale f h(x)dx converge et vaut

+00 a +oo
f h(x)dx:f h(x)dx+f h(x)dxk=0+1=1.

(e.0]

Selon les trois points précédents, h décrit bien une densité de probabilité.

3. a) Par définition de la fonction de répartition de X, je sais que

X
VxeR, F(x):f h(r)dt.

X

e Six<1,alors F(x):f 0dr=0.

—00

e Sinon x > 1 et en utilisant la question 1., je sais que

1 X
F(x):f Odt+f fodr=1- L 20
—00 1 X

2
Ainsi la fonction de répartition F de X est donnée par

0 six<l1,
F(x) = . 2In(x)

x=>1.
x2 x2

b) Le programme suivant répond a la question posée.

1 | function calcul=F(x)

2 if x<1 then

3 calcul=0

4 else

5 calcul=1-1/(xA2)-2x1log(x)/(xA2)
6 end

7 | endfunction

8
9 | for i=1:300, a(i)=-2+7%i/300; b(i)=F(a(i));
10 | end

11 | plot(a,b)

c) Exécuter les lignes 9 a 11 du programme permet de tracer la courbe représentative de la
fonction F sur I'intervalle [ - 2,5].
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A A 41
4. Soit A>1. Je calculel'intégrale f xh(x)dx = n( ) dx par intégration par parties.
1

Je pose 4 x~1 4

u’(x):—2:4x_2 UX)=4x —=——

X - x

v(x) =In(x) Vix)==
Alors par intégration par parties,
A A A A
f 4In(x) dr = [_4ln(x) _f _é y ldx: _4ln(A) N 4In(1) N 4 24
1 X2 x 1 h o ox x A 1 L %2

4 4In(A)

4In(A)
A

4

X

A A

4
—+
) A A
A 4 4In(A
J’ai bien montré que th(x)dx 4—2— r;f).
1

4 4 4In(A)
1 4

4 In(A) . 1
Comme lim — =0 et que, par croissances comparées, lim —— =0, j'en déduis que
A—+o0 A A—+oo A

4 4ln(A)
lim 4—-—-
A—+o00 A A

1
De plus, & est nulle sur | — oo, 1[ donc l'intégrale f xh(x)dx converge et vaut 0.

—00

+00

Par conséquent, X admet une espérance et E(X)= f xh(x)dx=0+4=4.

(e.0]

A
5. Encore une fois, pour A > 1, je calcule I'intégrale f x*h(x)dx :
1

A A
th(x)dx f4ln(x)dx:4f l><1n(x)dx:[2(1n(x))2]f:2(1n(A))2.
1 1

X
+00
Or Alim 2(ln(A))2 = +oo doncl'intégrale [ x*h(x) dx diverge.
—+00 oo

Donc X2 n'admet pas d’espérance et X n'admet pas de variance.
6. Soit A>1. Par définition des probabilités conditionnelles,
P([X>AIN[X>2A]) P(X>24) 1-FQA
P(X > A)  PX>A)  1-FA'
En utilisant le résultat obtenu a la question 3., comme A > 1, alors

P[X>A] (X>2A) =

_ _ 2In@24) 1 , 2In2A)  1+2In(2A)
p (X >24) = 1- (1 (2A)2 (24)2 ) _ m"‘ ZAz _ +4Ez _ 1+2In(2A)
J’ai bi tré p (X >24) 1+2In(2A)
ai bien montré que =
que Fiea 4+8In(A)
Puis par propriété du logarithme, In(2A) =In(2) + In(A). Alors en factorisant par In(A),
21n(2) 2In(2)
P (X > 2) = 1+2In(2) +2In(4) _ In(A) (mm) In(A) +2) 5 e +2
S —
4+8In(A) In(A) (ln(A) + 8) ln(A) +8
2In(2)
+ +2 1
Enfin comme lim In(A) =400, j’en déduis que lim ln(A) In(4) =—=-,
A—+00 A—+o00 ln(A) +8 8 4

En conclusion, lim Pxsx(X>2A)=-
A—+00

10



