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EXERCICE 1

1. {(a) On obtient comme caleuls :

[

‘( 2 -2 —?\l - 4
(A-I(A-2I)=| 2 -2 -2 ou (A—20)(A-3I= ( 2 4
o 0

[=Ta L I ]
e ———

puis (A —I1(A-2I{A-3I=0.
Puisque le polyndme P{X) = (X —1)(X —2){X —3) est annulateur de A, les valeurs propres possibles
de A sont parmi les racines de ce polyndme, ainsi : Sp(Ad) C {1,2,3}.

1 1 1
(b) » A ( 1 ) = ( 1 ) donc ( 1 ) est un vecteur propre de A4 pour la valeur propre 1.
1] 0 0
1 2 | 1
e A ( 0 ) = ( 0 ) =2 ( 0 ) donc ( 0 ) est un vecteur propre de A pour la valeur propre 2.
1 2 | 1
1 a 1 1
e A ( 1 J = ( 3 J =3 ( 1 )_. donc ( 1 ) est un vecteur propre de A pour la valeur propre 3.
-1 -3 -1 -1
(c]

i/ -1 2 1

On trouve P~ = 1 -1 0 ) .
1 -1 -1
(d) Ona AP = PD, done A = PP
{e) Montrons par récurrence que : pour tout n € M, A™ = PD*p-1
On note pour tout entier n : Pln) : « A" = PD" P,
sPourn=0onadA’=Tet Px D°P ' = Px P! =1 Ainsi P(0) est vraie.
o Pour n 2= 0, supposons Pln) vraie. Alors : A" = A" « 4 = (PD"P-1)(PDP-1) = ppntlp-t
et done P(n + 1) est vraie.

¢ Par récurrence, on a donc bien démontré que : ¥n € M, A™ = PD" pL

-142% 43" 2-2"-3" 1-3"
AR = { -1+ 3" 23" 1—3" \

'\ 2m 3" o -

(f) On en déduit que :

2. (a) On calcule: AC+ B =C.
(b) On écrit le systéme matriciellement :

xn+1:(£::_:}:{§ o :E\(::\H(i):.qxn—g

Notons pour tout n € M : Pin) 1« X =C — A™C ».
e Pourn=0,ona —A"C=C—C =0et Xy=0, donec P(0) est vraie.
o Pour n 2 0, supposons P(n) vraie. Alors :

Xpp1 =AX, + B=A(C - A"C)+ B = (AC + B) — A™Hc = - A™tiC

(-

et done P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence, on a donc bien démontré que : ¥Yrne M, X, = C — A"C.

3 _om
(d) On en déduit done gque pour n € M, X, = ( a1 )
2 _3"
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EXERCICE 2

Partie I : Etude de fonction

1. Le discriminant de F vaut A = 16, done P admet deux racines qui sont —1 et 3. On en déduit que Piz)
est positif lorsque = £ —1 ou = = 3, et que P(z) est négatif lorsque —1 < 2 £ 3

2. Fn —oc,ona: lim (2 + 22 —r—1) = lim (%) = —oc et par ailleurs lim e~* = 400, donc par
. T——o0 ) T—+—Do T——00
produit :
lim gir) = —ac
r—+—D0
En +eoo, on a :
. 2 4 z L] 1
|7 = — _——— —
9(z) et gt gF gF

et par croissances comparées, on en déduit que :
lim g(x)=0
4400
3. (a) La fonction g est dérivable sur R et on a pour tout réel x,

g(z)= [3;1"'3 +2r—1)e ™ + [1':3 +rf—r— 1} —e"") = f_—:r'3 + 272 4+ 31'} e F = —1'[3"3 —2r -3

(b) Omn sait que e=* = [} pour tout réel z, donc on a :

I —o0 -1 0 3 +o0
P(r) + - — ] +
d(z) + S I
0 323

| \ .
S \ / \*

—0

0

(c) Omn obtient que g(1) = 0. D'aprés le tablean de variations, on en déduit que :
gz} =0 sizr=l et gz} =0 sirzl
4. La tangente i C au point d'abscisse 1 a pour égquation :
y=g(Uz—1+g(l) =4z —1)+0=de~ 'z — de!

.

Partie IT : Intégrales et probabilités

1. (a) La fonction x — &% est continue sur [1, +oc| et pour tout 4 > 1, on a :

A A 1
efdr=|—e*| =el-gt — =
N 1 A=4oc £

+ioo
Ainsi, I'intégrale Iy = [ e *dr converge et vaut 1/e.
J1
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(b) Soit M z 0. On pose pour tout = € [1, M] :

it u'(z) = (n+1)z"

vir)=—e*

u(r) =21

L..l'l::',.] — g T

Par intégration par parties, on obtient que :

[ ertlem=dy — [— E_IJ'n_]i| - ] (n+1)z"[—e " )dr
J1 1 1

U | M .
— + = 1) =dr
T . +j; [+ 1)x"e

(c] On note pour tout entier n : Pin) : « 'intégrale [, converge ».
& On a démontré que P(0) est vraie.
o Pour n = 0, supposons Pn) vraie. Alors, en reprenant la formule démontrée i la question précé-
dente, en faisant tendre M vers +oc, par croissances comparées, on obtient que :

M +oo
lim e Tdr = 0+ l +(n+1) [ e Fdr = l + (n+ 111,
M—+4oc [ e J1 £

Ainsi, 'intégrale I,y = _ﬂ_m r*Hle—=dy converge et done Pin + 1) est vraie.
& Par récurrence, on a donc bien démontré que :
Wi e M, I, converge
(d) (Montré & la question précédente).

2

(e) IJr1L:l+]er|:|:E
-

| e

e fa=—42x]j=-.

i

-'nla

e [3=—+4+3xlh=
£

flr
| n = input("Donner un entier strictement positif")
1/(exp(1))

i:n

1/(exp (1)) +k+u;

Hh
[=]
H
B R e
|

disp(ul;

2. (a) La fonction f est positive (car nulle sur | — oo, 1] et g est positive sur [1, +ocf), et continue au moins
sur B (elle est nulle sur | — oo, 1[, on a g(1) =0 et g est continue sur [1, +oc[). De plus,

e [ +ao q 9
flx)dr = — " +1 —r—1je “dr
./;x ) 18 fy [
e 18

[ .
:E[I.'].‘FIQ—II—ICI_.' XF_]

18
Ainsi, [ est bien une densité de probahilité.

+oo
(b) La variable & admet une espérance si l'intégrale [ rf{r)dr converge. Or, ici :
J1

| m
=1
g
[
=1

+oo +oc o
[ rf-:r]drzi] [J'i+:r'3—1'2—:|']|ﬁ_‘d1'=L[h—!g—!g—h]:
1 15 i 18

oo
=

1
; . . . ar
Done Z admet une espérance qui vaut E[Z] = —.
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o
() La variahle Z? admet une espérance si intégrale [ rz_f{r]ld'r converge. Or, i :
41

/; x?f (x)dr = %/; (2% + 2 — 2% — 2¥)e "dr = 113[15 +li—I3—TI3) = % x ? - 13*
fr s . . - 185 . ) _
Done Z° admet une espérance qui vaut E[Z°] = 5 © donc Z admet une variance qui vaut :
185  /37\° 206
vzl _ 185 (37" _ 296
2= 5 (ﬁ ) 5]

EXERCICE 3

1. (a) Notons A I'événement « on obtient une paire de boules de la méme couleur lors des denx premiers
tirages ».
En fait cela revient 4, une fois que la premiére boule [guelcongue) a été tirée, de choisir dans 'urne
restante (avec & boules) I'unigue boule qui est de la méme conleur, on a done :

1] =

F(A) =
(b) On a ici une succession d'épreuves succés/échec (le succes étant d'obtenir deux boules de la méme
couleur), les épreuves se répétant dans des conditions identiques et indépendantes et ¥y désigne le
rang d'apparition du premier succeés, donc Y7 suit une loi géométrique, de paramétre 1/5. On a done

1

s ) ) U
en particulier E(Y1) = '1r = et Wi¥1) = l:—l—]g = 2.

E E
MNotons B 'événement « obtenir une paire de boules de la méme couleur en un seul tirage w.
Ohtenir une paire de boules de la méme couleur en un seul tirage, revient i, lors de la denxieme
boule & piocher (parmi les 3 dans Purne) de piocher exactement celle qui a la méme couleur que celle
tirée lors de la premiére pioche -

]
-

P B) :%

(B) Omn a ici encore une suceession d'épreuves suceés/échec (le suceés étant d'obtenir deux houles de la
méme couleur), les épreuves se répétant dans des conditions identiques et indépendantes et ¥5 désigne
le rang d’apparition du premier succés, donc ¥2 suit une loi géométrique, de paramétre 1/3. On a

donc en particulier E{¥a) = -;— =3et V(¥ = %;—]% = .
3. (a) Ona:
X=F+¥a+1s
(b) Par linéarité de l'espérance, on a :
E(X) = E(Y;) + E(Ya) +E(Y3) =5+3+1=0

Puizque les variables Y7, Y2 et Yy sont indépendantes, on a :

V(X) = V(Y1) + V(¥2) + V(¥a) =20+ 6+ 0 =26
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() Puisque X = ¥1 +Ya+Ysetque¥y =1, ona:
[X=k=M+Ya+1=kl=[V1+Ya=k—-1]
donc en passant aux probabilités :
PFX=k=PV1+Y¥Ya=k-1)
D& plus, puisqu’on nous fait remarquer que :
k-2

[rj—rg:fc—u:U[

i=1

¥ = i';] n []"-3 =k—-1- 1])

les événements étant incompatibles, on a -

k-2
P(Y1+Ya=k—1)=3 P([¥i =dn
i=1

j"g:k—l—f]]

et enfin les variables ¥7 et Y2 étant indépendantes :

k-2
FYi+¥Yo=k-1)= Z FYi=iFYa=k—-1-14)

i=1

(d) Puisque ¥7 et ¥3 suivent des lois géométriques, on en déduit que :

- O

1]
_.l -
cn
X
e |
b
s
Lol e
S
L
|
va
w
] e
PO —
L8] -
BT
—

4. Informatique

[a)r
for k = 3 : 22
u(k}) = 1/2+((4/5)" (k-2)-(2/3)" (k-2))
end
plot(u, ’+7)

[Vaprés le graphique, la valeur la plus probable de X semble étre 5.

(b) I s’agit d'utiliser la fonction cumsum. Graphiquement, il semblerait que pour m = 7, on ait P(X £
T =056=PX =7).
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