Mathématiques ECT2 CORRIGE (ESCP) 14/12/2024

DEVOIR SURVEILLE 3 I

Exercice 1 — [ESCP 2015 / Ex2]

1 -1
1. a) Pour cette question, a = b = —1 donc la matrice M estla matrice M = (1 _1).

Une matrice carrée de taille 2 est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
Or det(M)=1x(-1)-1x(-1)=-1-(-1)=0 donclamatrice M n’est pas inversible.

b) Je commence par calculer M? :
1 -1 1 -1 1-1 —-1+1 00
2 _ — — —
M ‘(1 —1)"(1 —1)‘(1—1 —1+1)‘(0 0)‘02'
Puisque M? est la matrice nulle, alors pour tout 7> 2,
M" = M?*x M™% =0, x M" "% = 0,.
1 a

Une matrice carrée de taille 2 est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
Or dettM)=1xa—-1xa=a—-a=0 donclamatrice M n’'est pas inversible.

. . . 1 a
2. a) Pour cette question, a = b donc la matrice M est la matrice M = ( )

b) Je raisonne par récurrence sur n > 2.

Enoncé: Je note P, la propriété: M"=(1+a)" ' M.

l+a a+d
l+a a+a°

Initialisation: Pour n = 2, je calcule M? et vérifie que M?=(+a)xM = (

2 1 a 1 a l+a a+a®
M = X = ,|=Q+a)x M.
1 a 1 a l+a a+a

Ainsi P, est vraie.

Hérédité : Soitn >2. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypothese de récurrence, M" =(1+a)" 'M. Alors

Ml =M'xM=0+a)" 'MxM=0+a)"'M*=0+a)" '"A+a)M = (1+a)" M.

Donc M"*! = (1+a)"M. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 2 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 2, i.e.

V=2, M'=(0+a)" M.

. . 1 . , .
3. Dans le cas général, la matrice M est la matrice M = ( ) et cette matrice carrée de taille 2

a
1 b
est inversible si et seulement si

dettM)#0 < 1xb-1xa#0 < b-a#0 < a#b.
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4.

a)

b)

c)

a)

Je cherche a exprimer la probabilité de 'événement [X = Y]. Les deux variables aléa-
toires doivent étres égales mais peuvent prendre n'importe quelle valeur dans N*. Ainsi

[(X=Y]|={weQ|Xw) =YWw)}={weQ| X(w) =ket Y(w) =k pour tout k € N*}.

ie.
(X=Y]= | {weQl X =ketY(w =k}=|J (X=kIn[Y =kI]).
keN* keN*
Alors par incompatibilité des événements puis par indépendance des variables aléa-
toires X et Y, j'obtiens que les probabilités concernées vérifient

+00

+00
P(X=Y] :Z (X=kIn[Y=kl)=) P(X=k xP(Y =k).
k=1 k=1

+00
Ainsi j’ai bien montré que P(X =Y) = Z P(X=k)xP(Y =k).
k=1
Afin d’établir la convergence de cette somme, je passe par la somme partielle.

Pour n e N*, je fixe S, = sz 2k=2 " Alors
k=1

n n k-1 n-1 .
Z @ 2=p*x Y (%) =p*x Y (¢*) en posant j = k—1.
=1 k=1 is0

Je reconnais alors la somme partielle d'une série géométrique de raison g°.

Puisque g =1—pavec0< p <1, alors 0 < g < 1 et par conséquent 0 < g* < 1.

+00o ] 1
Donc la série géométrique est convergente et admet pour somme ) (qz) = 1—q2
Jj=0 B
Alors )
1 1- 1-g)(1- 1-
sz Zkz—llmSn—px 2:( 67)2:( DA—-q9) _ q
1-q l1-g 1-91+q) 1l+gqg
Lévénement A est I'événement contraire de [X = Y] puisque d’apres la question 3.,

la matrice N n’est inversible que lorsque les deux variables aléatoires X et Y prennent
des valeurs différentes. Donc

P(A=1-P(X=Y).
Mais comme X et Y suivent toutes deux une loi géométrique de parametre p,
alorspourtout ke N*, P(X=k)=P(Y =k =px(1-p)t=pxqg-l
Donc

oo +00
P(A):l—ZP(X:k)xP(Y:k):l_quk—l sz 2k-2
k=1 k=1

Alors grace au résultat de la question précédente, j’en déduis que

l-q _1+q 1-q 1+q-(0-q) _2q

P(A)=1- = = - .
1+g 1+qg 1+¢q 1+g¢g 1+gqg

Pour tout réel x € R et tout entier n € N, la formule du biné6me de Newton me donne

" [n " n
x+D"=) xxkxln_kzz x*.
i=o\k i=0\k
Puis en appliquant cette formule a 'entier 2n € N, j'obtiens

2n 2n

k=0 k=0

2
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b) Comme rappelé par I'énoncé, je sais que (x +1)*" = (x + 1) (x + 1)", c’est-a-dire d’apres

la question précédente, en modifiant les variables de sommation pour plus de clarté,

Lk =(E 01 EC))

Ces deux quantités sont deux polyndmes de degré 2n. Cette égalité implique donc
2n+ 1 égalités des coefficients de degré k pour tout k € [0,2n].

2n
En particulier pour k = n, le coefficient a gauche vaut ( ) tandis que le coefficient de

)(n) pour les valeurs de i et de j entre O et n
LI\J

droite est la somme de tous les produits (

telles que i + j = n. Ainsi en posant i = k, alors j = n— k et j obtiens bien la formule :

[7)-EL2)

¢) Dans la question 4.a), je n’ai pas utilisé les lois des variables aléatoires, donc la formule
est toujours vraie dans ce cas précis. Cette fois en revanche, X et Y suivent toutes deux

une loi binomiale de parametres n et p = 3 donc pour tout k € [0, n],

P(X=k)=P(Y=k) = (Z) x (%)k x (%)n_k - (Z) v (%)n - zin x (Z)

Donc
sy X1(nl 1(n 1 ¥=®(n\(n
P(X=Y)=) PX=k)xP(Y=k)= — — =— .
o= Eroc-icror-n- £ 3] 2
Et puisque par symétrie Z) =1, k)’ alors d’apres la question précédente,

o= =g S ()

k=1

_12n
Tan\n |

d) Pour les mémes raisons que dans la question 4.c), P(A)=1- P(X = Y) et donc

Ay =1- L[?"
B an\ n |
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Exercice 2 - [ESCP 2015 / Ex4]

1. Enremplacant »n par 0 puis par 1 dans la définition de X, j’obtiens

u 1 u 2 > +1 2
Up——U1+—U
2 3 2=t o
Xo=|u1|=10 et Xij=|ul|= 1 =11].
Uo 0 ui 0 0
5 1
8 -5 1 2 —— -
1 4 4
2. a) Je calcule le produit AX,, pour tout n € N : CommeA:Z 4 0 0|=1],4 o ol
0 4 0 0 1 0
alors
5 1
2 _Z Z Un+2 2Up+2 Up+1t —Up Upn+3
AXp = 1 0 ofX|4%n+1]|= Upio = Un+2 | = Xn+1
0 1 O Up Ups1 Un+1

J’ai bien montré que pour tout neN, X, =AX,.
b) Je raisonne par récurrence sur n € N.
FEnoncé: Je note P, la propriété: X, = A" X,.
Initialisation: Pour n=0, A°X,=1X,=Xo. AinsiP, estvraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Alors
Xpi1=AX,, = Ax A"Xy = A" X,.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour toutn >0, i.e.

vneN, X,=A"X,.

3. a) Jecalcule le produit PQ:

1 1 4 16 -16 4 16-4-8 -16+4+12 4-4 4 0 0
PQ=|1 2 4|x|-4 4 0|=116-8-8 -16+8+12 4—-4|=(0 4 0|=41I.
1 4 0 -2 3 -1 16-16 -16+16 4 0 0 4
. . . 4 1
Comme PQ =41, alors la matrice P estinversibleet P~ = ZQ.
b) Je calcule les produits PT et AP :
1 1 4 1 2 00 1 21 2+4 1 21 6
PT=11 2 4 XE 01 2 :E 2 2 4+4 zz 2 2 8
1 4 0 0 01 2 4 8 2 4 8
1 8-5+1 8-10+4 32-20 1 4 2 12 1 21 6
AP = - 4 4 16 =—14 4 16 :5 2 2 8].
ol G 8 16 4 8 16 2 4 8

J’ai ainsi montré que AP = PT et, comme la matrice P est inversible,
alors en multipliant a droite par P7!, en déduis que A=PTP™ !,

4
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Je raisonne alors par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: A"=PT"p7,

Initialisation: Pour n =0,
A=1 et pPT'Pl=pIpl'=ppl=1I

Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors
A" = A"x A=PT"P ' x PTP ' =PT"x TP ' =pPT"" P71
Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n >0, i.e.

VneN, A"=pPT"P7l.

4. a) Je commence par déterminer I'expression de la matrice N avant d’en calculer
les puissances successives :
2 0 1
0 0 = 5
0 1

0
N=T-D= 1
0
0
1
0

N =~

2 00 00
01 2|+ 0 2]=
0 01 00

oS o O
oS O O

0

0

0
0
0=0s.
0

000 0 0 00
N2=NxN=|0 0 1|x|0o o ={o o
000 0 0 00

Et donc pour tout entier k>2, N*=N?x N¥2 =03 x N¥2 = 0.
b) Je calcule les produits DN et ND :

(2000 (000, (000
DxN==]0 1 o|lx|o o 1|==[0 0 1],
2lo001) \ooo 2looo
000y (200 (000
NxD=]0 0 1|x=[o 1 o|==[0 0 1.
000 2loo1) %looo

J’ai bien montré que DN = ND et ainsi, d’apres la formule du bin6me de Newton,
n n = (n k n—k n 0 ~n-0 n 1 n-1 n n-1
T"=(N+D)"=)_ (NPT = JINPD 4| INTD"T = D" 4+ nND"

k=0

En effet, tous les autres termes de la somme sont nuls puisque la matrice N y est élevée
a une puissance k > 2. Et comme la matrice D est diagonale, alors

22" 0 0 n (2"

00
D" = (%) 0 1" 0= (%) 1 0].
o o 1" 01

o O
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Finalement,

T"=D"+nND" '=D"+nx ND x D" ?

1,12”00 ([0 00 1,1_22”‘200
:(5) 0 1 0+n><500 1x(5) 0 10
0 0 1 000 0 0 1
1,12”00 10 0 0 1,12”00
:(5) 0 1 0+nx(—) 0 0 1:(5) 0 1 2n
0 0 1 000 0 1

c) Je calcule PT" avant de multiplier le résultat par P~! pour obtenir A" = PT"P~ ! :

1 1 4 1" 2" 0 0 1" 2" 1 2n+4
PxT"'=|1 2 4 X(E) 0 1 2n :(—) 2" 2 4n+4
1 40 0 0 1 2" 4 8n

na2 (16 x2"—4-22n+4) —-16x2"+4+32n+4) 4x2"-(2n+4)
) 16x2"-8-2(4n+4) —-16x2"+8+3(4n+4) 4x2"—(4n+4)
16x2"-16—16n -16x2"+16+24n 4x2"-8n
ne1 (2" —2n-6 2" 43n+8 2"l_p-2
) 2" _4p—-8 2" 46n+10 2"l-2p-2
2" _8n-8 -2"34+12n+8 2"l _an

1
PT"xp1=|=
2

1
2
Ainsi, j’ai montré que pour tout entier n € N,

ne 2" _2pn—-6 2" 43n+8 2"l_p-2
A”:(E) 23 _4n—8 -2"346n+10 2" '-2n-2|.
23 _gp—8 —2"34+12n+8 2" l_an

5. a) D’apresla question 2.b), je sais que X, = A" X; et que son dernier coefficient est u,,.
Par conséquent,

o 2"3_op—6 —2"343p+8 2"l_p-2 1
X,,:(—) 23 _4n—8 —2"346n+10 2" '-2n-2|x|0
0

2 23 _8n-8 2" 4+12n+8 2"l _4p
N 2"3 _2n—6 " 22 _p-3
23 _8n-8 22 _4n—4
En particulier,
1\" 22 _4n—4
up=|=| x(2"*-4n-4)="—-——.
2 2n

b) Je réécris I'expression de u, afin d’en calculer aisément la limite :

2M*2 _4Ap—4 n 1
Up=———— ~=4—4x ——4x—,
2n 2n 2n

. . 1 . . . n
Enﬁn, comme par quotient, lim — =0, et par croissances comparees, lim — =0,
n—+oo 21 n—+oo 21

alors par somme,

lim u, =4.
n—+oo
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Exercice 3 - [ESCP 2016 / Ex2]

1. Voici la fonction complétée.

import numpy as np
def calculu(n):
u=1
for k in range(n):
u=np.log(1+u**2)
return u

Y O WN -

2. Jeraisonne par récurrence sur n € N.

3.

Enoncé: Je note P, la propriété: 0<u, <1.
Initialisation: Pour n =0,
up=1 et 0<L1L1

Ainsi Py est vraie.

Hérédité : Soit n > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypothese de récurrence, je sais que 0 < u, < 1. Donc par croissance
de la fonction carré sur l'intervalle [0,1], 0= 0°<ui<1’=1 et 1<1l+u><2
Enfin par croissance de la fonction In sur l'intervalle [1,2], alorsIn1 <In(1+ ufl) <In2.
Commelnl=0etln2~0.7<1,alors 0< ln(l + u,%) <1, ie. 0<up <1,
Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe
de récurrence, P, est vraie pour tout n >0, i.e.

VnelN, 0<u,<l

a) Lafonction f est dérivable sur l'intervalle [0,1] et de la forme f(x) =In(u(x)) - x,
avec u(x) = 1+x*. Donc pour tout x € [0,1],

U ) 2x . 2x-1-x* —(x¥*-2x+1)  (x-1)?

fl(x)= -1

u(x) T1+x2 0 1+x2 1+ x2 o142

puisque 1+x*>1>0 et (x—1)>>0. Deplus, f'(x) nes'annule qu'en une seule
valeur: x=1. Parconséquent, lafonction f est strictement décroissante sur [0, 1].
Sachantque f(0)=In(1+0?)-0=In1=0 et f(1)=In(1+1*)-1=In2-1,

alors j'obtiens le tableau suivant :

X 0 1

' - 0

/ 0\

Puisque la fonction f est décroissante sur I'intervalle [0, 1] etque f(0) =0,
alors pour tout x € [0,1], f(x) <O0.

ln2—1‘
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b)

c)

b)

c)

d)

Je calcule la différence entre deux termes consécutifs pour déterminer les variations de
la suite (uy) pen. Soit BEN,

Un+1— Un =In(1+15) — up = fuy).
Or d’apres les questions précédentes, je sais que u, € [0,1] et par conséquent, f(u,) < 0.

Finalement wu,,;—u, <0 < u,+1 <u, etlasuite (#,),en estdécroissante.

J’ai montré a la question 2. que la suite (u,) ,en €st bornée, en particulier minorée par 0.
Comme la suite (1) ,en €St aussi décroissante, alors je peux déduire que la suite (1) zen
converge grace au théoréeme de la limite monotone.

Pour tout réel x > 0, je pose g(x) =In(1 + x) — x.
La fonction g est dérivable sur [0, +oo| et pour tout x > 0,
= — 1= <o
§ S l+x o 1l+x

Par conséquent, la fonction g est décroissante sur [0, +oo| et puisque g(0) =0,
alors pour tout x >0, g(x) <0. Autrement dit pour tout x > 0,

gx)=In1+x)—-x<0 <= In(1+x)<x.

Soit n € N. En appliquant I'inégalité obtenue a la question précédente a x = ui =0,
j'obtiens que

In(1+ ui) <ul, e upy <ul.
Je raisonne par récurrence sur n € N*,
Enoncé: Je note P, la propriété: u, < (In2)".

Initialisation: Pour n =1,
up=In(1+1%)=In2 et In2< (lnz)l.

Ainsi P; est vraie.

Hérédité: Soit n > 1. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypothese de récurrence, je sais que u, < (ln 2) " Alors d’aprésla question 4.b),

e <15 < ((1n2)") = (12" < (1n2)"™",

la derniere inégalité découlantde 0 <In2<1 et n>1=2n>n+1.
Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour toutn > 1, i.e.

vneN*, u,< (1n2)n.
En combinant les inégalités obtenues précédemment, je sais que
n
vn>1, 0<u,<(In2)"

Puisque In2 € | —1,1], alors lim (In2)"=0.  Alors par théoréme d’encadrement,
—+00
j’en déduis que la suite (u,) ,en cOnverge et que

lim wu,=0.
n—+oo

8
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e) Ils’agit d'un algorithme de seuil : celui-ci calcule les termes successifs de la suite (i) nen
jusqu’a ce qu'un terme u,, soit inférieur a 0.001. Alors il affiche le rang de ce terme.

Ici comme le résultat affiché est 6, j’en conclus que us > 0.001 et que ug < 0.001.
5. En me servant de I'inégalité obtenue a la question 4.c), qui est aussi vérifiée pour n = 0

puisque up=1<1=(In 2)0, et en passant a la somme j’'obtiens alors la somme des premiers
termes d'une suite géométrique que je sais calculer. Soitn > 2,

n-l n-l 1-(In2)"""*"  1-(In2)"
k

E < E = =

frr Hie k:()(lnz) 1-In2 1-1In2

Exercice 4 - [ESCP 2016 / Ex4]

1. A chaque instant, la puce effectue un saut d'une, de deux ou de trois unités vers la droite.
Donc le support de A;, position apres le premier saut, est donné par

A1 (Q) =11,3].
D’apres I’énoncé, comme elle part du point d’abscisse 0 a I'instant 0, la puce se trouve au
1 1
point d’abscisse 1 avec probabilité 2 ie. P(A1=1) = 2 au point d’abscisse 2 avec probabi-
P 1 o P 1
lité 7 i.e. P(A; =2) = 1 et au point d’abscisse 3 avec probabilité 7 i.e. P(A;=3) = 7

Je récapitule la loi de la variable aléatoire A; dans le tableau suivant :

k

1
1

P(A1=k) 2

=S DN
=W

Alors en me servant de la loi de Ay, je calcule son espérance :
I 2+2+3 7

1 1
EA)=1x=-42x—-4+3x—-=—— = —,
2 4 4 4 4

Pour calculer la variance, je commence par calculer E (Af) al’aide du théoreme de transfert :

E(AZ):lzx1+.22x1+32><1:2+4+9:E
! 2 4

4 4 4
Puis d’apres la formule de Konig-Huygens,
V(A1) = E(A7)-E(A )Z—E_(Z)z_@_ﬁ_ﬂ
o Y74 \4) 16 16 16

2. a) Achaque saut, la puce se déplace d'un nombre d’unités compris entre 1 et 3. Aprés deux
sauts, elle s’est donc déplacée d’au moins 1+ 1 = 2 unités et d’au plus 3 + 3 = 6 unités.
Toutes les valeurs intermédiaires sont aussi atteignables, donc le support de A, position
apres le deuxieme saut, est donné par

A2(Q) = [2,6].

Pour calculer les probabilités, je décompose selon chacun des deux sauts, en notant le
nombre d’'unités sautées par la puce a chaque saut :

[A2=21={1,D)}, [4:=31={1,2,2,D}, [4:=41={(1,3),2,2),6,D},
[4,=51={(2,3),3,2)} et [A=6]=1{(3,3)}.
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Puis comme les sauts sont indépendants,

P(A 2) LIV
= ==X==-,
2 272 4
1 1 1 1 1 1 1
P(Ay=3)=—x—4+—-x—=—+—=—,
2 4 4 2 8 8 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
PAy=4)=—X—-4—-X—-F+—-X—=—+—+—=—,
2 4 4 4 4 2 8 16 8 16
1 1 1 1 1 1 1
P(Ay=5)= - x-4-x-=—g— ==,
4 4 4 4 16 16 8
P(A 6) 11 1
= ==X —-=—
z 4 4 16

Je récapitule la loi de la variable aléatoire A, dans le tableau suivant :

k 23] 4 5] 6
Pl = B 1115 1] 1
2= 414]16|8] 16

b) En me servant de la loi de Ay, je calcule son espérance :

1 1 5 1 1 4+6+10+5+3 28 7
E(A2) =2x—+43x—+4x —+5x—+6x — = 2L
4 4 16 8 16 8 8 2

3. a) La variable aléatoire Z, compte le nombre de fois ou la puce saute de trois unités lors
des deux premiers sauts. Donc le support de Z, est donné par {0, 1,2}.
Grace au détail des sauts établi a la question 2.a), je peux aisément calculer les probabi-
lités de la loi du couple (A, Z5).

P(A2=2,Z,=0)=P(Ay) = i, P(A2=2,72,=1)=0, P(A2=2,7,=2)=0,
1

P(A2=3,Z,=0)=P(A3) = 7 P(A2=3,2,=1)=0, P(A2=3,2,=2)=0,
P(Ay=4,Z 0)—1x1—l P(A —4Z—1)—1+1—1 P(Ay=4,2,=2)=0

2 — *)y LD — _4 4_16’ 22—+ LD — _8 8_4—, 2 — I, LD — — Y,
P(A2=5,7,=0)=0, P(A2=5,2=1)=P(As5) = %, P(A2=5,Z,=2)=0,

1

P(A2=6,2,=0)=0, P(A2=6,2,=1)=0, P(A2=6,7,=2) = P(Ag) = —.

16

Je récapitule la loi du couple (Ay, Z,) dans le tableau suivant :

Ay=2] Ay=3| Ay=4] Ay=5] A, =6
1 1 1
Z,=0| = = — 0 0
4 4 16
1 1
Z=1| 0 0 - - 0
4 8
1
Z=2| 0 0 0 0 —
16

Laloi de Z, s’obtient en additionnant les probabilités figurant sur chaque ligne
du tableau ci-dessus :

P(Z, =0) 1,1, 1.9 P(Z=1) LIS w Py = 2
= = — — — =, = = — _ = — e = = —,
2 44" 16 16 2 48 8 2 16

10
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Je récapitule alors la loi de la variable aléatoire Z, dans le tableau suivant :

k 0 1 2
9 3 1
PZ=0 6158116

En me servant de la loi de Z,, je calcule son espérance :

9 3 1 3+1 4 1
E(ZZ):0X_+1X—+2X—:—:—:—_
16 8 16 8 8 2
b) Pour calculer la covariance Cov(Az, Z»), je commence par calculer I'espérance
du produit E(A2Z,), en me servant de la loi du couple (A, Z,) :
1 8+5+6 19

1 1
E(A2Z)=1x4x = +1x5x = +2x6x —=—— = —,
4 8 16 8 8

TR - 7 1
Puis d’apres la formule de Kénig-Huygens, comme E(A)) = > et E(Z) = >

Cov(A Z)::ETA Z)-—E(A) E(Z)::lg-—Z lzzlg—jiizzz§
VA, X X .
2o 22 2 2 8§ 2 2 8 8

Si A, et Z, étaient indépendantes, alors la covariance serait nulle. Or ce n’est pas le cas.
Donc les variables aléatoires A, et Z, ne sont pas indépendantes.

4. Le programme suivant simule les 100 premiers déplacements de la puce :

import numpy as np
import numpy.random as rd
A=np.zeros(100)
for k in range(100):
t=rd.randint (1,5)
if t<=2:
Alk]=1
if t==3:
Alk]=2
if t==4:
Alk]=3

O© 00 N O O W N -

=
N = O

print (A)

En effet, a chaque tour de boucle, la variable t prend pour valeur un nombre entier choisi au
hasard entre 1 et 4. Ce nombre est inférieur ou égal a 2 avec probabilité %, il est égal a 3 avec
probabilité i et il est égal a 4 avec probabilité i
La variable A [k], correspondant au nombre d’'unités dont la puce se déplace au tour k,
vaut alors 1, 2 ou 3 selon la valeur de t, avec les probabilités adéquates.

5. Il s’agit de n répétitions, identiques et indépendantes, de I'épreuve de Bernoulli de succes "la
puce se déplace d'une unité vers la droite", de probabilité p = % Comme la variable aléatoire

1
X, compte le nombre de succes, alors elle suit une loi binomiale de parameétres n et p = >

De la méme maniere, Y, compte le nombre de succes "la puce se déplace de deux unités
. . 1 oo
vers la droite", de probabilité p = 7 lors de ces mémes répétitions.

Donc Y, suit une loi binomiale de parametre n et p = e

11
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Et Z, compte le nombre de succes "la puce se déplace de trois unités vers la droite", de
probabilité p = 7 lors de ces mémes répétitions.

1
Donc Z,, suit une loi binomiale de parametre n et p = i

Enfin, a chaque instant, la probabilité que la puce se déplace d’'une ou deux unités vaut

1 1
—+-=-.  Ainsilasomme X, + Y, compte le nombre de succes "la puce se déplace d'une
2 4 4 3
ou deux unités vers la droite", de probabilité p = 7 lors de ces mémes répétitions.
3

Donc X, + Y}, suit une loi binomiale de parameétre n et p = —.

6. a) A chaque instant, la puce se déplace forcément d'une, de deux ou de trois unités, donc
la somme X, + Y, + Z, est égale au nombre total de déplacements a 'issue des n sauts,

ie. X,+Y,+7Z,=n.

Grace a cette identité, j'obtiens que X, + Y, = n— Z,, et donc, par linéarité a droite de la
covariance, que

Cov(Zp, Xn+ Yy) = Cov(Zy, n— Z) = Cov(Zy, n) — Cov(Zy, Zy) =0—V(Z,) = =V (Zp).

. Ll . 1 3 3n
Comme Z, suit une loi binomiale, alors V(Z,) =np(1—-p)=nx 1 X 1 = e et donc
3n
Cov(Zp, Xn+ Yp) = 5

b) Je sais que V(X +Y,) = V(Xp) + V(Yy) +2Cov(Xp, Yy). Et comme X, Y, et X, + Y,
suivent des lois binomiales, alors
3 3n

VX =nxsxt=2 v =nx> et V(Xp+Yy)=nxo
= X — - = — = X — X — = — = — X
! 272 4 " 44 16 e 4

3n

1
4 16’

Finalement, j'obtiens que

V(Xp+Yn) - V(X)) -V(Y,) 332-2-3 4

¢) Je connais désormais toutes les valeurs impliquées dans la formule du coefficient de
corrélation linéaire. Il me suffit alors de remplacer :

Cov(Xy, Yy) -4 -
p(Xn’Yn):\/V(X)ZV’gY): 83 BN
R N

®|3
[a—

S
&

£

7. a) Comme X, compte le nombre de sauts d'une unité, Y;, le nombre de sauts de deux
unités et Z,, le nombre de sauts de trois unités, alors A, abscisse du point occupé par
la puce apres n sauts, vérifie

Ap=X,+2Y,+32Z,.

Et donc par linéarité de I'espérance,

n n n (2+2+3)xn 7Tn
E(An):E(Xn)+2xE(Yn)+3xE(Zn):E+2><Z+3><Z:fzj.
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b) J’ai montré ala question 6.a) que X,,+ Y, +Z,=n, ie Z,=n-X,-Y,. Donc
Alors d’apres les propriétés de la variance,

V(Ap) = V(30— 2X, +Yy) = (~1)?V(2X, + Yy) = V(2X,) + V(Yy) +2Cov(2X,, Yy)
=22V (X,)) + V(Y,) +2 x 2Cov(X,, Yyy) = 4V (X)) + V(Y,) +4Cov(Xy,, Vo).

Finalement, en utilisant les résultats de la question 6.b),

n 3n n 3n n 3n 8n 1ln
V(An):4><—+—+4x(——):n+———:—+—:—.
4 16 8 16 2 16 16 16

Par un raisonnement similaire,

Cov(Ay, Xpn) = Cov(3n—2X, — Yy, X5) = Cov(3n, X,) — 2 Cov(Xp, X,) — Cov(Yy, Xp)

= 0-2V(Xy) = CovXn V) = —2x 24 = 3
= (X3n) ov(Xy, Yy) = X4+8_ g
8. Le tableau A contient le nombre d’'unités sautées par la puce a chacune de ses 100 premiers

sauts. Par construction, le tableau y contient alors les abscisses de chaque point occupé par
la puce lors de ses 100 premiers sauts. Lexécution du programme Python crée donc une
ligne brisée représentant le déplacement de la puce lors des 100 premiers sauts.
Labscisse de chacun des 100 points est le numéro k du saut et 'ordonnée est I'abscisse du
point occupé par la puce a I'issue du k-éme saut.
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