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INTERRO DE COURS — SEMAINE 4 I

Exercice 1 — On consideére les trois matrices suivantes :

3 10 1 0 1 2 1 0
A=(-2 0 0], P=|-1 0 -2 et Q=10 0 1].
0 01 0 1 0 -1 -1 0

1. Calculer Px Qet Q x P.

Solution : Je calcule le produit matriciel P x Q :
1 0 1 2 1 0 2-1 1-1 0 1 00
PxQ=|-1 0 =-2|x{0 O 1|=|-2+2 -14+2 0]= 1 = I.
0 1 O -1 -1 0 0 0 1 0 01
De méme, je calcule le produit Q x P :
2 1 0 1 0 1 2-1 0 2-2 1 0
QxP=10 0 1|x|-1 0 -2|= 0 1 0 = 1 =13
-1 -1 0 0 1 O -1+1 0 —-1+2 0 1

2 0
2. Vérifier que QAP =D, avecD = (0 1
00

-

Solution : J'opeére le produit QAP en deux étapes :

2 1 0 3 10 6-2 2 0 4 2 0
QxA=]10 0 1|x|-2 0 O :( 0 0 1):(0 0 1)
-1 -1 0 0 0 1 -3+2 -1 0 -1 -1 0
4 2 0 1 0 1 4-2 0 4-4 200
QAxP=|0 0 1|x|-1 0 -2|= 0 1 0 =10 1 0
-1 -1 0 0 1 O -1+1 0 —-1+2 0 01

Je retrouve bien la matrice D de I'énoncé donc D = QAP.

3. En déduire que A= PDQ.

Solution : Grace a la question précédente, je sais que QAP = D. Ainsi en multipliant a
gauche par P et a droite par Q, jobtiens que

PxDxQ=PxQAPxQ=PQ xAx PQ=LxAxI[3=A.
—— ——

:IS :I3

J’ai bien montré que A= PDQ.




Mathématiques ECT2

INTERRO DE COURS

4. Montrer par récurrence que YneN, A"=PD"Q.

\

Solution : Je raisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: A" =PD"Q.

Initialisation: Pourn=0, A’=1; et PD°Q=PLQ=PQ=1I;.

Ainsi Py est vraie.

Hérédité : Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Al’l+1 — Al’l x A

avec A= PDQ, et par hypothese de récurrence je sais que A" = PD"Q.
Donc

A1 =PpD"Q x PDQ = PD*(QP)DQ = PD"I;DQ = PD"DQ = PD"*'Q.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par
principe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, A"=PD"Q.

5. Calculer A”.

Solution : Je sais désormais que A" = PD"Q et je connais I’expression des trois ma-
trices P, D et Q. Je n’ai plus qu’a calculer la puissance n-ieme de D, facilement puis-
qu'’il s’agit d'une matrice diagonale, puis effectuer les produits matriciels.

Comme la matrice D est diagonale,

2" 0 0 2" 0 0
D=0 1" ol|=(0 1 0
0 0 1" 0 0 1
Alors
1 0 1 2" 0 0 2" 0 1
PD"=|-1 0 -2|x|0 1 o|=|=-2" 0 -2
0 1 0 0 0 1 0 1 0
2" 0 1 2 1 0 21 271 0
A"=PD"xQ=(-2" 0 -2|x[0 0 1|=|2-2"" 2-2" ¢
0 1 0 -1 -1 0 0 0 1
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