Mathématiques ECT2 CORRIGE 17/10/2024

CONCOURS BLANC 3 |

Exercice 1 - [ECRICOME 2011 / Ex2]
Partiel.

1. Je calcule N?:

0 0 -1 0 0 -1 0 0 O
N’=[0o 0 2|x[o 0o 2]|=|0 0 o|=o0s.
00 O 0 0 O 0 0O
Et donc pour tout entier k > 2, NF= N2 x N¥2 = 03 x Nk=2 = 03.
2. a) Jecalcule les produits PQ et QP :
1 0 1 2 1 O 2—1 1-1 O 1 00
PxQ=|-1 0 -2|x| 0 0 1|=1-2+2 —-1+2 0|=(0 1 0|=1I;,
0 1 O -1 -1 0 0 0 1 0 01
2 1 0 1 0 1 2—-1 0 2-2 1 00
QxP=10 0 1|x|-1 0 -2|= 0 1 0 =10 1 0]|=1I.
-1 -1 0 0O 1 O -1+41 0 -1+4+2 0 01
b) Je calcule le produit Q x A puis QA x P :
2 1 0 3 10 6-—2 2 0 4 2 0
QxA=]|0 0 1|x|-2 0 0]= 0 0 1|=|20 0 11,
-1 -1 0 0 01 -3+2 -1 0 -1 -1 0
4 2 0 1 0 1 4-2 0 4-4 2 00
QAxP=]0 0 1|x|-1 0 -2|= 0 1 0 =0 1 0|=D
-1 -1 0 0O 1 O -1+41 0 -1+2 0 01

Je retrouve bien la matrice D introduite dans I'énoncé.

c) Jesais que QAP = D. En multipliant a gauche par P et a droite par Q, j'obtiens que

PDQ=PxQAPxQ=PQ xAx PQ =I3xAxI3=A.
—~— —~—
=I3 =I3
J’ai ainsi montré que A = PDQ.
d) Jeraisonne par récurrence sur n > 0.
Enoncé: Je note P, la propriété: A" = PD"Q.

Initialisation: Pourn=0, A’=1I; et PD°Q=PLQ=PQ=1I;.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypotheése de récurrence, A" = PD"Q. Alors

A" = A" x A=PD"Qx PDQ=PD"I;DQ =PD"DQ =PD"*1Q.

Donc A"*! = pD"*1Q. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.
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Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, A"=PD"Q.

2" 0 0 2" 0 0
e) Comme la matrice D est diagonale, alors D"=[0 1" 0]|=[0 1 0].
0o o 17 0 0 1
Or d’apres la question précédente, A" =PD"Q. Donc je calcule les produits :
1 0 1 2" 0 0 2" 0 1 2" 0 1
PxD"=[-1 0 -2|x|0 1 0|=|-2" 0 -2|=(-2" 0 -2],
0 1 O 0 0 1 0 1 O 0 1 0
2" 0 1 2 1 0 21 2"-1 0
A"=PD"xQ=|-2" 0 -2|x|0 0 1|=[-2""1+2 -2"+2 0.
0 1 0 -1 -1 0 0 0 1
3. a) Jecalcule les produits AN et NA :
3 10 0 0 -1 0 0 -3+2 0 0 -1
AxN=1-2 0 0|lx|]0 0 2 |=]|0 0 2 =|0 0 2],
0 01 0 0 O 00 0 0 0 O
0 0 -1 3 10 0 0 -1
NxA=]0 0 2 |x|-2 0 0]=]0 0 2
0 0 O 0 01 0 0 O

J’ai bien montré que AN = NA, et je remarque aussi que AN = NA = N.

b) Les matrices A et N commutent d’apres la question précédente donc je peux appliquer
la formule du bin6me de Newton a la matrice A=A+ N :

n
k=0 k

Or d’apres la question 1., pour tout k > 2, le terme de la somme est nul puisque N k= 0.
Ainsipourn > 1,

n
0

A" =

)NOA” + (’;)NlA”_l = A"+ nNA™ L,

c) Grace ala formule précédente et a I’expression de A" en fonction de 7, j’obtiens que

21 271 0 0 0 -1
A"=A"+nuNA" 1= 2" 12 —2"42 o|l+nx|0 0 2
0 0 1 00 0

En effet, a la question 2.a), j’ai remarqué que NA = N, donc N A" 1= N. Finalement

otl_1 21 o 0 0 —-n o1 21 —p
At=[=2"142 2742 o|+]0 0 2n|=|-2""1+2 -2"+2 2n
0 0 1 00 0 0 0 1
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Partie II.

1. a) PourtoutneN, z,.1 =2z, Donclasuite (z;),ecy €st constante.
AinsipourtoutneN, z,=zy=1.
b) Enremplacant z, par 1 dans les expressions de I’énoncé, j'obtiens que

Xn+1=3Xp+yn—1 et ypq1=-2x,+2.
2. a) J'exprime ry4+1 = Xp+1 + Yn+1 dans le but d’obtenir une expression de la forme rj, + r :

Ainsi j’ai bien montré que la suite (r,,) ,eny €St une suite arithmétique de raison r = 1.
b) Puisque la suite est arithmétique, alors pour tout n € N,

rn=ro+1xn, ie. Xp+Yn=Xo+Yo+tn=n+2.
3. a) J'exprime $,41 =2X,41 + Yn+1 dans le but d’obtenir une expression de la forme g x s, :
Si41 =2Xp41+ Yn+1 =2 x Bxp+yn—1) —2x,+2=4x,+2y, =2 x 22X+ ¥n) = 28y.

Ainsi j’ai bien montré que la suite (s;,) ,en €st une suite géométrique de raison g = 2.

b) Puisque la suite est géométrique, alors pour tout n € N,
Sn=S0%xq", ie. 2Xp+yn=(2xo+yo) x2"=3x2"
4. Grace aux expressions des suites auxiliaires (7,) sen €t (S,) nen, j€ remarque que
Sn—=Tn=2Xp+Vn—Xp+yn)=x, et 2rp—$,=2Xp+yn) —Cxp+yn) =yn.
Ainsi pour tout n e N,

Xn=Sp—1,=3x2"-n-2 et y,=2rp,—s,=2n+4-3x2",

Exercice 2 - [BSB 2015 / Ex1]

1. a) Jecherche a déterminer la matrice Q telle que PQ = .
Pour cela, j’exprime PQ en fonction des coefficients de Q :

1 1 a c a+b c+d
PxQ= (1 —2) * (b d) - (a—zb c—2cl)‘
Alors PQ = I, sietseulementsia+b=c—2d=1etc+d=a-2b=0.
Trouver de tels coefficients revient bien en effet a résoudre les systemes

S'a+b:1et8'c+d:0
'"la - 2b = 0 2V ¢ - 2d = 1

b) En soustrayant la deuxieme équation a la premiére dans les deux systémes, j'obtiens
1 1
b+2b:1—0<:>3b:1<=>b:§ et d+2d:0—1<:>3d:—1(=)d:—§.

Puis en remplacant la variable par sa valeur dans la premiére équation, j’aboutis a
1 1 2 1
at+t-=l<<—a=1--==- et ¢c—=-=0= c=-.
3 3 3 3 3

Finalement j'obtiens pour la matrice Q :

2 1
s 3 |_1_ (2 1
Q=11 1173 % .
3 —3) 3 \1 -1
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¢) Je calcule les produits PQ et QP avec la matrice Q trouvée précédemment :

1 1 1 (2 1 1 (2+1 1-1 1 0
PXQ‘(1 —z)xgx(l —1) 37 (2-2 1+2 ‘(0 1)‘12’
1 (2 1 1 1 1 (2+1 2-2 1 0
pr‘§x(1 —1)"(1 —2) 3" (1—1 1+2 ‘(0 1)‘12'
J’ai bien vérifié que PQ = QP = I,.
. . . (170 1 0
2. a) Lamatrice D est diagonale donc pourtoutneN, D" = 0 ( 1)n =10 ( 1)n
T2 T2

b) Comme A" = PD"(Q, alors pour tout entier n € N,
by D (1 1) (1 0 1 (=Y
X = X 17 = nl»
2 o (2) 7l 2niy
1 (=Y 2 1
A'=PD"x 0O = 2 X — X
¢ (1 )" 1 -1

=" _(=p"! ( 1)"—1
X = =
on 2n—1

o

1 n
Or comme -2 x (—5) =(-1)x2
j’ai bien montré que pour tout entier n € N,
1 1\"
2+(-3)"  1-(-3) )
)" )"

Ar=1x
3 2+(_

1
2

3. Les événements A,, B, et C, forment un systeme complet d’événements donc d’apres la
formule des probabilités totales,

P(Ap+1) = P(Ap) x Pa, (Aps1) + P(By) % Pp,(Ap+1) + P(Cp) x P, (Ap+1).

1
Or d’apresl'énoncé, Py,(Ap+1) =0, Pg,(Ap+1) = 1 et Pc,(Aps1) =0.

D’ou )
ap+1 = an

De méme, en utilisant a nouveau la formule des probabilités totales,

P(Bp+1) = P(Ap) x Py, (Bp+1) + P(By) % Pp, (Bp+1) + P(Cp) x Pc, (Bp+1)-

1
Etd’apresl’énoncé, Py, (By+1) =1, Pg,(Bp+1) = > et Pc,(Bps1)=1.
D’ou )

Enfin, en utilisant a nouveau la formule des probabilités totales,

P(Cp+1) = P(Ap) x P, (Cys1) + P(By) % Pp,(Cpy1) + P(Cp) x Pc, (Cpt1).

1
Etd’apresl’énoncé, Py, (Cy41) =0, Pp (Cp+1) = 1 et Pc (Cys1)=0.
D’ol
1
Cn+1 = an
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4. Soit neN. D’apres ce qui précede,

5. a)

b)

c)

d)

1 1 1 1 1 1
bni2= an1+ Ebn+1 +Cny1 = an + Ebn+l + an = Ebn+1 + Ebn'

Al'instant 0, la mouche se trouve dans la piece Bdonc ay =0, by =1 et ¢y =0.

1 1
D’apres la question 3., b; =ap + Ebo +co= 7 Par conséquent,

b1\ (3
Uo=1{, |=|?]
o= ) =[})
Soit neN. Alors d’apres la question précédente,

AU :(5 %)X(bnﬂ):(ébmﬁ%bn):(bm):U
? 10 bn bn+1 bn+1 e

J’ai bien montré que U4 = AU, pour tout entier n € N.

Enoncé: Je note P, la propriété: U, = A"Uj.

Initialisation: Pour n=0, A°Uy=I3Uy=U,. Ainsi P, est vraie.

Hérédité: Soitn > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypothese de récurrence, U, = A"Uy. Alors

Ups1 = AU, = Ax AUy = AU,

Donc U4 = At Up. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, U,=A"U,.
Soit neN. D’apres la question précédente ainsi que la question 2.,

(bn+1

)—U S AT Up= b
by )" °73

2+ (-

En particulier,

)
b,==x|=x[2+|-=
3 \2 2

J’ai bien montré que

1 1\"
VneN, b,==(2+|-=]| |-
3 2
J’ai déja traité le cas n =0 ala question 5.a) : ap= ¢y =0.
Pour n > 1, cette fois d’aprés la question 3.

=52+
aAn = Cp = — ] = — —_— .
n n 4 n—1 12 2
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Exercice 3 - [BSB 2015 / Ex2]

o N . . In(x)
1. a) Pour la limite en +oo, j'utilise les résultats de croissances comparées : hrp =0.
X—+00 X
Puis

. In(x)

lim = .

x—+o00 X Par somme, lim f(x)=+oo.
lim x+1=400 X—+oo

X—+00

Pour la limite en 0, j’utilise les résultats classiques d’opérations sur les limites :

limIn(x) = —oc0

- . . In(x
=0 . Par quotient, lim (%) = —00.
limx= 0 —0 X
x—0
Puis
. In(x)
lim = —00 )
x—=0 X Par somme, lim f(x) = —oco.
1in(1) x+1=1 x—0
x—)

b) Je commence par calculer 'écart entre f(x) et y = x + 1, avant de montrer que cet écart
tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

B ln(x)_ _ln(x)
f(x)—y—x+1+—x (x+1)——x i

Or j’ai déja calculé la limite de cet écart a la question précédente :

par croissances comparées,

1
lim n(x) =0.
x—+00 X

Donc la droite D d’équation y = x + 1 est bien asymptote a la courbe C en +oo.

c) J'étudie désormais le signe de f(x) — y, pour connaitre la position relative des courbes.
n(x)

Jesaisque f(x)—y = In) et puisque x € 0, +oo], le signe de l dépend uniquement
du signe de In(x). Or je sais que In(x) < 0 sur ]0,1] et que In(x) > 0 sur [1, +oo[. Ainsi,

e f(x)—y<O0sur]0,1], ie. CestendessousdeD sur]0,1],

e f(x)—y=>0sur[l,+oo[, i.e Cestau-dessusdeD sur [1,+oo|.

2. a) Lafonction g est donnée sous la forme d'une somme, donc je dérive terme a terme :
1 2x*-1

/
=2x—— = .
g o X X

Comme x > 0, le dénominateur est positif. Alors le signe de g(x) est donné par celui de
2x% — 1. Ainsi pour tout x € 10, +00],

252120 < 2x°>21 x2>1 — x}i (car x positif).
2 V2
J’en déduis alors le tableau de signe de g'(x) et le tableau de variation de g :
1
X 0 E +00
g (x) - 0 +

g \/
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1
b) Jeremplace x par — dans |'expression de g(x) et j obtiens

V2
g(%) = (%)2+1—ln(é) :%+1+ln(\/§) :g+%ln(2)-

1 1
Or je sais que In(2) > 0 puisque 2 > 1, donc g(ﬁ) > 0. Et comme g(ﬁ) correspond

au minimum de la fonction g sur ]0,+oo| (d’apres le tableau de variation obtenu a la
question précédente), alors j'en déduis que g(x) > 0 pour tout x € |0, +oo].

c) La fonction f est donnée sous la forme d’'une somme : je peux dériver terme a terme.

Plus précisément, f est de la forme f(x) = x+1+ %, avec u(x) = In(x) et v(x) = x.

1
Puisque u'(x) = — et v'(x) = 1, alors
X

u () v(x) —ulx) v (x) % xx—1In(x) x1 1-1In(x)

!
=1
F * v(x)? x2 x2
3 X% 1-In(x) B X2 +1-In(x) _8W)
T2 x2 x2 ox2

d) J’ai montré a la question 2.b) que g(x) > 0 pour tout x € |0, +oo[. Puisque x% > 0 égale-
ment, j’en déduis que f’(x) > 0 pour tout x € ]0, +oo[. J'obtiens donc le tableau de signe
de f’(x) et le tableau de variation de f :

X 0 +00
fx) +
+00
f /
-0

3. La courbe a une asymptote verticale d’équation x = 0 et la droite D est asymptote en +oo.
Le point d’intersection de C avec D a pour abscisse 1. Je suis donc capable de tracer I'allure
de la courbe.
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4. a) Jeraisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: u,>n+1.

Initialisation: Pourn=0, uy=1 et O0+1=1 donc uy=>0+1.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypothese de récurrence, u,, > n+1>1.
Etj’ai montré a la question 1.c) que pour tout x > 1, f(x) > x+1. Ainsi

Upe1=fup) Zup+1>n+1+1=n+2.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P,, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, u,=>n+1.

b) Pour établir le sens de variation de la suite (1) ,en, jétudie le signe de u,+1 — Uy, :

In(u,) Cw =1+ ln(un).

Un Un

Up1—Un=fUp) —Up=up+1+

Or d’apres la question précédente, u, > n+ 1 pour tout n. En particulier, u, > 1 pour

tout n etdoncIn(u,) > 0. Ainsi u,+1 — u; > 1 > 0. Et donc la suite (u;,) ,en €St croissante.

Par ailleurs, comme pour tout n € N, u, > n+1 et que nlirP n+1 = +oo, alors par le
— 100

théoréme de comparaison des limites,
lim u; = +oo.
n—+oo
Exercice 4 — [BSB 2015 / Ex3]
Partie I

La situation peut étre illustrée a ’aide de 'arbre de probabilités suivant :

1/3 T

2/3 - —
R

1. Les événements R et R forment un systéme complet d’événements donc d’aprés la formule
des probabilités totales,

3 1 2 11
X—=—4—-—=—
5 3 5

P(B)=P(RNB)+P(RNB)=P(R) x Pr(B) + P(R) x Pz(B) = % x 1+ =

[SSH N\

2. 1l s’agit de calculer la probabilité P(R). D’aprés la formule des probabilités conditionnelles,

Pp(R) =

P(BNR) PR xPhB) 5x3 6
- 1

P(B) P(B) B % 11°

6
La probabilité que Coralie se soit levée a I’heure sachant qu’elle prend le bus est égale a TR
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3. a) La variable aléatoire X compte le nombre de succes lors de n = 180 répétitions, iden-
tiques et indépendantes, de 1'épreuve de Bernoulli de succes "Coralie prend le bus",

11
de probabilité p = 5 Donc X suit une loi binomiale de parametres n =180 et p = 5
Par conséquent, le support est donné par X (Q2) = [[0,180] et

180\ (11\k [ 4\180-k
Vke[0,180], P(X=k) = — — .
S R

b) Comme X suit une loi binomiale,
E(X) 180 1 132 et V(X) (1-p)=132 4._170
=np= X — = e =np(l-p)= X — = —.
P 15 PP 15 5
¢) Soit Z la variable aléatoire égale au nombre de jours dans I’année ou Coralie va au lycée
a pied. Il est clair que Z = 180 — X puisqu’il y a X jours ou Coralie prend le bus sur un
total de 180 jours. Puis par linéarité de I'espérance,

E(Z)=E(180-X)=180—-E(X) =180—-132 =48.
En conclusion, Coralie peut espérer aller au lycée a pied 48 jours dans I'année.
Partie I1

1. En utilisant le tableau définissant la loi de N, j obtiens

1 1 3 15
E(N)=1x—-42x—-43%x—=—,
2 8 8 8

2. D’apres le tableau de la loi de N, le support de N est donné par N(Q) = [[1,3]. Il y a donc au
plus 3 jours de gréve et Coralie peut arriver en retard 0, 1, 2 ou 3 matins. Donc Y (Q2) = [0, 3].

3. a) En utilisant les données de I’énoncé, P;y-1;(Y = 0) est la probabilité que Coralie ne soit
pas en retard le premier jour de greve donc Pjy-1;(Y =0)=1- 3°73
Pin=1;(Y =1) est la probabilité que Coralie soit en retard le premier jour de gréve donc
Pin=y(Y =1) = %

b) Parla formule des probabilités composées,

P([Nzl]ﬂ[yzO]):P(Nzl)XP[N:H(Y:O): = —

X

DN~
wl N

et
1 1 1
P(IN=1In[Y=1])=P(N=1) x Pjy=;1(Y =1) = 5%37 6
Enfin, il est impossible que Coralie ait plus de retard qu’il n'y a de jours de greve.

Donc puisque Y est le nombre de retards pendant la période de gréve, j’en déduis que
P(IN=1In[Y=2])=0 et P(IN=1ln[Y=3])=0.

4. a) Les événements [N = 1], [N = 2] et [N = 3] forment un systeme complet d’événements
donc d’apres la formule des probabilités totales et les probabilités données par la loi
conjointe,

P(Y=0)=P(IN=1]n[Y =0])+ P(IN=2]n[Y =0])+ P(IN=3]n[Y = 0])
11 6+1+2 1

1
+—+= :
3 18 9 18 2
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b)

c)

d)

Je raisonne de méme pour le calcul des probabilités P(Y = 1), P(Y =2) et P(Y =3)
et j'obtiens ainsi la loi de Y, que je résume dans le tableau suivant :

k 0] 1 2 3

1| 7 7 1

PY=k || =| = | =
2118 | 72 | 72

Enfin par définition de I'’espérance,

1 7 7 1 28+14+3 45
EY)=0x—-+1x —+42x —+4+3X—=——— = — =
2 18 72 72 72 72

5
5"
La probabilité que Coralie ne soit pas en retard au lycée une seule fois pendant la durée

de la gréve est donnée par P(Y =0) = 7

1 1
D’apres la question 3.b), P([N =11n[Y =0]) = 3 alorsque P(N=1) = 5 et P(Y=0)=

Donc P([N =1]n[Y =0]) # P(N = 1)x P(Y =0), ce qui prouve que les variables aléatoir
Y et N ne sont pas indépendantes.

DN~

S

En utilisant la définition, j'obtiens que

1 2 4 3 6 9
EYN)==+—+—+=-+
6 18 72 6

1 1 1 1 1 1 1 1 8+24+3 35
—4t—=—t—t+—+-—t+-—t+-—=—+lt-—=—— = —,
12 72 6 9 18 2 2 8 3 8 24 24

Alors d’apres la formule de Konig-Huygens,

Cov(Y,N)=E(YN)-E(Y) x E(N).

15 5
Et d’apres les questions 1. et 4.a), E(N) = r et E(Y)= 3
Donc

35 5 15 35 75 35x8 75x3 280-225 55
COV(Y}N):———X—:———: —_ = = —_—
24 8 8 24 64 192 192 192 192

10



