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DEVOIR MAISON 2 I

Exercice 1 - [ESCP 2011 / Ex1]

1. a) Jecalcule K? puis K> :

K% =

K3=K?*xK = = 05.

S OO oo
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b) Comme K = 03, alors pour tout entier n >3, K"'=K3>x K" 3=03x K" 3 =0;.

2. a) Jecalcule I + K dans le but de retrouver A :
1 00 0 2 3 1 2 3
I+K=10 1 0]|+]0 O 2]|=]0 1 2]|=A.
0 01 00O 0 01

J’ai ainsi montré que A=1+K.

b) Les matrices I et K commutent puisque la matrice identité commute avec n'importe
quelle matrice. Je peux donc appliquer la formule du binome de Newtona A=1+K:

" n
A'=(I+K)"=Y ( )I”‘kKk.
i=o\k
Or dans cette somme, tous les termes correspondants a un entier k > 3 sont nuls,

d’apres la question 1.b). Donc pour tout entier n > 2,

A =
0

n n n nn-—1
)KOI" + (l)Kll’H + (2)1(’2[”_2 =I+nkK+ %Kz.

¢) En explicitant les matrices de ’expression précédente, j'obtiens que pour tout n > 2,

1 00 0 2n 3n 0 0 2n(n—-1) 1 2n 3n+2nn-1)
A"=10 1 0|+|[0 O 2n|+|0 O 0 ={0 1 2n ,
0 01 0O 0 O 00 0 0 0 1
Le. 1 2n n@n+1)
A"=|0 1 2n
0 O 1

d) Jevérifie pour n =0et n = 1lavéracité de laformule précédente, déja valable pourn > 2:

e Pour n =0, la formule précédente donne

1 2x0 0x(2x0+1) 1 00
0 1 2x0 ={o 1 o|=1=A"%
0 0 1 0 01
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e Pour n =1, la formule précédente donne

1 2x1 1x@2x1+1) 1 2 3
0 1 2x1 =10 1 2|=A.
0 O 1 0 01

Ainsila formule trouvée pour n > 2 ala question 2.b) est aussi valable pourn =0etn = 1.
La formule est donc vraie pour tout entier n € N.

3. La matrice A est une matrice triangulaire, avec tous ses coefficients diagonaux non nuls.
Donc la matrice A est inversible.
4. a) Jecalcule J?:
)] / 010 0120 0 01
J2=10 0 1|x[0 0 1|=|0 0 O
0 0 0 0 0O 0 0O
Alors J3 =03 et pour tout entier k > 3, JE=3x k3 = 0s3.
b) Je calcule I +2J +3J? dans le but de retrouver A :
1 00 010 0 01 1 2 3
I+2]+3]2:O 0l+2x|0 0 1|+3x|0 0 O0|=]0 1 2]|=A.
0 1 0 0O 0 0O 0 01
J’ai ainsi montré que A= I+2J +3J2.

c) Je développe le produit matriciel :
(T+27+373)(I=2]+J*) =1-2]+J*+2] -4 +2]° +3J*—6° +3]* = - 4] + 3"
Et comme pour tout entier k >3, J k— 03, alors j'obtiens finalement que
(1+27+3J%)(I-2J+J%) =1

d) J'ai montré ala question précédente que A x (I—2] + ]2) = 1. Donc A est inversible
et A =1-2]+% ie

1 00 010 00 1 1 -2 1
Al=1-27+72=10 1 o|-2x[0 0 1]+[0 0 o]=|0 1 -2|.
00 1 000 000 0 0 1

5. a) Pour calculer les matrices A® et A3, j’utilise 'expression obtenue 2 la question 2.c) :

1 2x2 2x(2x2+1) 1 4 10
A=l0 1 2 %2 =lo 1 4|,
0 0 1 00 1
1 2x3 3x(@2x3+1) 1 6 21
AB=l0 1 2x3 =lo 1 6
0 0 1 00 1

b) Je calcule I'expression A% —3A%+3A:

1 6 21 1 4 10 1 2 3
A3-3A%+3A=[0 1 6|-3x|0 1 4]|+3x]|0 1 2)
00 1 00 1 00 1
1-3+3 6-12+6 21-3+9 100
= 0 1-3+3 6-12+6 :(0 1 ofl=rL
0 0 1-3+3 00 1
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c¢) Grace ala question précédente, je sais que A> —3A%+3A=1. Ainsi
Ax(A*-3A+31)=A*-3A°+3A=1

donc Aestinversibleet A™!'= A>-3A+3I.

d) Je calcule A*> —3A+ 31 dans le but de retrouver I'expression de A~ obtenue précédem-

ment:
1 4 10 1 2 3 1 00
A>-3A+3I=|0 1 4 |-3x 1 2|+3x|0 1 0
00 1 00 1 00 1
1 4-6 10-9 1 -2 1
={o 1 4-6|=[0 1 -2|=4"L
0 0 1 0 0 1

Je retrouve bien un résultat identique a celui obtenu a la question 4.d).

Exercice 2 - [ECRICOME 2012 / Ex3]

= =6.
2 2x1
Le nombre de tirages favorables est deux : ou bien je tire les deux boules noires,
ou bien les deux boules blanches.

4] 4x3
1. a) Il s’agit de tirer deux boules parmi quatre : le nombre total de tirages est ) =

2 1
Ainsi la probabilité d’obtenir deux boules de la méme couleur est -3

b) La variable aléatoire N compte le nombre de succes lors de n répétitions, identiques et
indépendantes, de I'épreuve de Bernoulli de succes "tirer deux boules de méme cou-

1 1
leur", de probabilité p = 3 Donc N suit une loi binomiale de parametres n et p = 3

Par conséquent, le support est donné par X (Q) = [0, n] et

Vke[o,n], P(X=k)= (']Z) x (%)k 8 (g)n—k

¢) Comme N suit une loi binomiale, alors
EN) =np=2" et VIN)=npl-p)="x2=
—PE3 L R

d) Il s’agit de la probabilité d’obtenir au moins un succes, i.e.

P(N > 1):1—P(N:0):1—(Z) x(%)ox (g)nzl—(g)n

2. a) Lurnel contient quatre boules, 'événement [X = 1] est doncimpossibleet P(X =1) = 0.
L'événement [X = 2] se réalise si deux boules sont retirées a chacun des deux tirages. En
particulier, deux boules de méme couleur ont été tirées au premier tirage. Dans ce cas,
il ne reste que les deux boules de I'autre couleur dans I'urne et 'urne sera vide a l'issue
du deuxieme tirage. Ainsi d’apres la question 1.,

P(X:Z):P(A):a:%.
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Grace a ce raisonnement, je sais que 1'événement [X = 3] se réalise si deux boules de
méme couleur sont tirées au deuxiéme tirage, apres que deux boules de couleurs diffé-
rentes ont été tirées au premier tirage. Ainsi en notant A; 'événement "deux boules de
meéme couleur sont tirées au i-eme tirage",

P(X=3)=P(A1NAp) = P(A) x P-(A) =(1-a) xa=

X

ol

wil N
W —

b) Par un raisonnement encore similaire, I’événement [X = n] se réalise si et seulement
si deux boules de méme couleur sont tirées pour la premiere fois au (n — 1)-eme tirage
(sinon I'urne serait vidée avant le n-eme tirage).

Avec les notations de la question précédente, j'obtiens alors

P(X =n) :P(A_lr‘uA_zm---nAn_gmAn_l)

= P(A1) x Pp-(Ap) x - x Py o (Ap-1)

Ajn-NAp—2

:(1—6[)><(]_—a)x...x(l_a)xa:(l_a)n—Zxa.

J’ai bien montré que pour tout entier n>2, P(X =n) = a(l —a)" 2

¢) J’ai montré a la question précédente qu’'une fois le premier succés réalisé, 'urne était
vidée au tirage suivant. Ainsi Z = X — 1 représente le rang du premier succes lors des
répétitions identiques et indépendantes de I’expérience décrite précédemment.

Donc Z = X — 1 suit une loi géométrique de parametre a = —.

1
d) Comme Z suit une loi géométrique de parametre a = 3 alors

1
1 l1-a 3
E(Z)=—=5=3 et V(4= = =
a a

OJI»—Al o
©l—=|win
Il
(o))

Et puisque X = Z + 1, alors j’en déduis que
EX)=E(Z+1)=E(Z)+1=3+1=4 et VX)=VZ+1)=V(Z)=6.

3. Je raisonne par récurrence sur n > 2.

. A
Enoncé: Je note P, la propriété: u,=—(r""%-s""?)
r—s
Initialisation: Pour n =2,
A A
up=0 et ——(r*?-s"2)= x(1-1)=0.
r—s r—s

Ainsi P, est vraie.

Hérédité: Soit n > 2. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, 'estaussi. Alors

_ _ A _ _
Uns1 = A2+ sup = Ar" 2+ s——(r""?~s""2)  par hypothese de récurrence

r—s
~ Ar"72(r —§) + sA(r" % = s"72) ~ A(r=t —sp=2 4 gpn=2 — gn=1)
B r—s - r—s

A ey A -2 (nen—2

_r—s(r s )_r—s(r s ).

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

4
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4.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe

a)

b)

c)

d)

e)

de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

Yn>=2 u,= L(r”_2 - s”_z).
r—s

6] 6x5
Il s’agit de tirer deux boules parmi six : le nombre total de tirages est Nt 15
X
Le nombre de tirages favorables est trois : ou bien on tire les deux boules noires,

ou bien les deux boules blanches, ou bien les deux boules vertes.

3 1
Ainsi la probabilité d’obtenir deux boules de la méme couleur est b = T

Lurne U contient six boules, 'événement [Y = 2] est donc impossible et P(Y = 2) = 0.
Lévénement [Y = 3] se réalise si deux boules sont retirées a chacun des trois tirages.
Ainsi en notant B; I'événement "deux boules de méme couleur sont tirées dans I'urne V
au i-eme tirage",

1 1 1
P(Y=3)=PB1NB)=P(By)xPp(B2)=bxa=—=x-=—.
5 3 15
En effet, une fois que deux boules d’'une méme couleur ont été retirées de I'urne V,
celle-ci se retrouve alors dans la configuration de I'urne I/ (a la couleur pres).
D’apres la formule des probabilités totales, comme {B,E} forme un systéme complet
d’événements,
P(Y=n+1)=P(Bn[Y=n+1])+P(Bn[Y =n+1])
= P(B) x Pg(Y =n+1)+P(B) x P5(Y = n+1).

Si B est réalisé, on vient de retirer deux boules de la méme couleur, donc 'urne V

se trouve dans une configuration similaire a l'urne U/ et il reste n tirages pour la vider.
Ainsi Pg(Y =n+1) = P(X = n). De méme, si B n’est pas réalisé, 'urne V se trouve
dans son état initial et il reste n tirages pour la vider. Ainsi Pz(Y =n+1)=P(Y = n).
Finalement, en remplacant dans la formule précédente, j’ai bien montré que

PY=n+1)=bP(X=n)+(1-b)P(Y =n).
J’ai montré  la question 2.b) que P(X = n) = (1 - @)"?a. Alors en remplacant j’obtiens
PY=n+1)=ba(l-a)"?+1-bPY =n).

Puis en posant pour tout entier n > 2, u, = P(Y =n), A=ab,r=(1-a)ets=(1-b),
jobtiensque Vn >2, uu4 = Ar't2 4 suy, avecup,=P(Y =2)=0.
Enfin en utilisant le résultat obtenu a la question 3., alors Vn > 2,

_ _ ab _\Bh=2_ 1 _ 1002\ _ ab
P(Y_n)_(l—a)—(l—b)((l a) (1-b) )_—b_a

(A-a)"?-a-b"72).

1

Les séries géométriques Z q" convergent pour |g| < 1 et alors leur somme vaut 1-a°
n=0 -

Ici 0<1-a<1 et 0<1-b<1, doncen opérantle changement de variable k = n—-2,

j’en déduis que les séries

Yu-a"2=Y a-af et Y a-n"?=Y a-n*

n=2 k>0 n>2 k>0
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ab
convergent. Alorslasérie Y P(Y=n)= ) ——((1-a)" >~ (1-b)""?) converge
. n>2 nseb-a
aussi et sa somme vaut

+00 ab +00 k +00 k ab 1 1
P(Y=n)= X 1-a"-) A-b"|= X( -
n=> b-a (,CZ:O kZ:o ) b-a \1-(1-a) 1-(1-b)
ab (1 1) ab b-a
= X|———|= X =1.
b-a \a b) b-a ab
Exercice 3 - [ECRICOME 2018 / Ex2]
Partie I.
1. La dérivée de g est donnée pour tout x € |0, +oo[ par
, 4 2x*-4
gXx)=2x—-—= .
x x

Orpourx>0, 2x*-4>0 < 2x’°24 < x*>2 <= x>V2
J’en déduis le tableau de signe de g’ (x) ainsi que le tableau de variation de g, avec

g(v2)= (\/5)2 ~4In(v2) =2-4x % xIn(2) =2 -2In(2) =2(1-In(2)).

X 0 V2 +00
x + +
2x°—4 - 0 +
g'(x) - 0 +
+00 +00
g T~ _—
2(1-1n(2)

D’apreés le tableau de variation ci-dessus, la fonction g admet bien un minimum en v'2,
égal a2(1-1n(2)).

2. Comme In(2) 0.7, alors 2(1-In(2))=2x(1-0.7) =2x0.3=0.6>0.
Le minimum de g est donc strictement positif et donc pour tout x € ]0, +oo[, g(x)>0.

3. Je calcule les limitesen 0" :

lirn+ 1+In(x) = -0 1+1n(x)
=0 . Par quotient, lim ——— = —
limx= 0 x—0* b
x—0*
Puis
. 1+In(x)
lim ——— =—o0 _x l+ln
=0 Yy Par somme, lim = + —— = —co0.
lim == 0 x—~0* 4 x
x—0t 4
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Ainsi
lim f(x)=-o0
x—0*

et la courbe C admet donc une asymptote verticale d’équation x = 0.

4. Je calcule les limites en +oo:

lim 1+In(x)=+o00

= . . 1+In(x)
Xmteo Par croissances comparées, lim ——— =07,
lim x=+0c0 X—+ X
X—+00
Puis L+ 1n(x)
+In(x
- _ 0+
xlirilm— =0 . x l+In(x)
X X Par somme, lim 1 +——=+00.
. x—+
lim — =400 o X
xX—+o00 4
Ainsi

lim f(x)=+oo.
X—+00
5. Je calcule I’écart entre la courbe et 'asymptote :

f(x)—y:£+ 1+1In(x) _f: 1+ln(x).

X 4 X

Dans la question précédente, j’ai déja montré que

1+1
lim 170
X—+00 X
X
Donc xlir+n f(x)—y=0 etladroite D d’équation y = 1 est bien asymptote a la courbe C.
—T00

6. Pour étudier la position relative de C et de D, il me faut étudier le signe de f(x) — y.
D’apres la question précédente, je sais que

1+In(x)
f)-y=——.
Orx>0et )
1+ln(x) >0 < Inx)>-1 < x>el=-.
e
J’en déduis donc le tableau de signe suivant :
1
X 0 — +00
e
X + +
1+In(x) - 0 +
fx-y - 0 +
Ainsi,
1
¢ sur l'intervalle |0, Ak la courbe C est en dessous de la droite D,
. 1 .
¢ surl'intervalle |-, +oo|, lacourbe C estau-dessus de la droite D.
e
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En particulier, la courbe C et la droite D se coupent en un point A,
1

1
dont 'abscisse est — et l'ordonnée est < = —.
e 4 4e

x ulx
7. Lafonction f est dérivable sur ]0, +oo[ et son expression est de la forme f(x) = — + Q,

4 v(x)

1
avec u(x) =1 +In(x) et v(x) =x. Comme u'(x) = p etv'(x)=1, alors

fg =Ly KOV —u@re) 1 7 xx=(1+In(x) x1
4 v(x)? 4 x2
_ 1+ 1-1-In(x) _ 1_ In(x) _ x% —4In(x) _ g(x)
4 x2 4 x2 4x2 4x2°

Or j’ai déja étudié le signe de g(x) ala question 2..
J’en déduis donc le tableau de signe de f'(x) ainsi que le tableau de variation de f :

X 0 +00
g(x) +
10 +
+00
f /
-0

8. a) Lafonction f’ obtenue ala question précédente est dérivable sur R et de la forme f' = —,
v

2

4
avec u(x) = g(x) et v(x) =4x°. Comme u'(x) = g'(x) =2x— et v'(x)=8x, alors

W (V) - u()v'(x)  (2x—3) x 4x% — (x* —4In(x)) x 8x

f//(x) —

v(x)? (4x2)?
_ 8x®—16x-8x>+32xIn(x) _32xIn(x)-16x 16x(2In(x)-1) 2In(x)-1
- 16x* - 16x* - 16x* X3
2In(x) -1
Ainsi j'ai bien montré que pour tout réel x € |0, +oo[, f"(x) = (—3)
X
b) Je cherche le signe de cette expression :
1
20 -120 = 2h@W>1 = h@W>; <= x>et=\/e
J’en déduis alors le tableau de signe suivant :
X 0 Ve +00
X3 + +
2In(x)-1 - 0 +
(x) - 0 +
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Ainsi,
« lafonction f est concave sur I'intervalle |0, v/e|,
« lafonction f est convexe sur l'intervalle |v/e, +oo].

La courbe C possede donc un point d’inflexion
dont I'abscisse est v/e et 'ordonnée est f (Ve).

9. Voici le graphe des courbes C et D.

y
3+

2 D

Partie II.

2

1. Lafonction u est dérivable sur ]O, +oo[ et de la forme v- avec v(x) = In(x).

1
Puisque v/ (x) = o alors

, , 1 2In(x)
u(x):2xv(x)xV(x):2><;><ln(x): P

e
2. Je décompose l'intégrale f f(x)dx en remplacant f(x) par son expression :
1

e e 1 1 1 e el el
ff(x)dxzf (§++—n(x))dx:—><f xdx+f —dx+f DO .
1 1 X 4 N 1 X 1 X

2
. o . X o 1

Puis une primitive de x — x est donnée par x — > et une primitive de x — — est x — In(x).

x

In(x
Il me reste a calculer une primitive de x — ( ). Or d’apres la question 1., la dérivée de
x
21In(x) In(x)

o 2
Donc une primitive de x — .
X

, 1 1
u(x) est u'(x) = est X — Zu(x) = E(ln(x))

J’en déduis alors la valeur des différentes intégrales :

e

2 e

e ! e €1 ¢ In(x) _1 x° e 1 2
flf(x)dx_4><f1 xdx+f1 xdx+f1 ; dx_4>< 1+[ln(x)]1+ 2(ln(x)) 1
2 2 2 2
:lxe 1+(ln(e)—ln(1))+ln(e) In(1) = ¢ 1+1+1
4 2 8 2

_€f-1+8+4 e*+11
- 8 -8
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3. La fonction % est définie en trois morceaux :
8
e2+11

1 1+1
> 0 et que la fonction f est croissante avec f(1) = 1 + — > 0.

e Pourx<letx>e, h(x)=0>0 et pourxe[le|, h(x) =

fx)=0

uisque
puisq ez +11

Donc la fonction # est positive sur R.
e Sur | - oo, 1], la fonction h est continue car constante, sur [1,e], la fonction & est conti-

nue comme somme de fonctions continues et sur ]e, +oo[, la fonction & est continue
car constante. La fonction & admet donc au plus deux points de discontinuité sur R.

Il me reste a montrer que l'intégrale converge et vaut 1. Par la relation de Chasles,
sous réserve de convergence,

+00 1 e +00
f h(x)dx:f 0dx+f h(x)dx+f 0dx.
—00 —00 1 e

1 +00o
Or f 0dx et f 0dx convergentetvalent0, puisque lafonction estnulle.
— e

(o]
Et par linéarité, puis en utilisant le résultat de la question 2.,

e 8 e 8 e +11
= — = :1
fl h(x) dx e2+lle1 Jlde 2111 8

+00

Finalement 'intégrale f h(x)dx converge et vaut
—00

+00 1 e +00
f h(x)dx:f 0dx+f h(x)dx+f 0dx=0+1+0=1.
— —00 1 e

(e.0]

Ainsi j’ai bien montré que 'intégrale converge et vaut 1.

Grace aux trois points précédents, je conclus que & décrit bien une densité de probabilité.

e
4. a) Jecherche a calculer f In(x)dx. Je pose
1

u'(x)=1 ulx) =x

, 1

v(x) =1In(x) Vix)==
X

Alors par intégration par parties,
e e e 1
f In(x)dx = [xln(x)] —f xx—dx
1 11 X

= eln(e)—lln(l)—f ldx=e— [x]j:e—(e—l): 1.
1

e
J’ai ainsi montré que f In(x)dx =1.
1

+00
b) Lavariable aléatoire X admet une espérance si et seulement si l'intégrale f xh(x)dx

—00o
converge. Or sous réserve de convergence,

+o00o

+o00 1 e 8
f xh(x)dx:f x><0dx+f XX — f(x)dx+f x x 0dx.
_ —00 1 ec+11 e

(e.0]

10
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Pour les mémes raisons que dans la question 3., I'intégrale converge donc X admet
une espérance et

+too 8 € 1+1
E(X):f xh(x)dxzz—xf x><(£++—n(x))dx
—00 e +11 1 4 X

Je calcule alors cette intégrale en la décomposant comme dans la question 2. :

e 1+1 1 [e ¢ ¢
f xx(erﬁ)dx:_xf xzdx+f 1dx+/ In(x) dx
1 4 X 4 1 1 1

1 [x3)° e e —
==x|= +[x] +1= +(e—-1)+1
4" 3], 1 12
e +12e-1
12

Alors finalement,
8 e+12e—1 2e°+24e-2

X =
e’ +11 12 3e2+33

E(X)=

11



