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Exercice 1 - [Adapté ’ECRICOME 2013 / Ex1]

1. Je calcule les produits Px Q et Q x P:

1 1 1,1 1,1
pXQ_llxz 2(_1 2 2 22—10—1
o g 1 17 1.1 1 1Ty )
2 2 2 2 2 2
1 1 1,111
- - 1 1 ~t+- --= 1 0
2 2 2 2 2 2
QxPp- ( _ ( ):I
1) (220 1.1 1o
2 2 2 2 2 2
2. a) Jecalcule le produit Q x A puis B=QA x P.
1 1 3 1 3 1 1 3 11
|2 2 2 2(_14 4 4 4 5 5
QxA=I7 (|7 3[7|3 1 1 3|7[% 2
- = - = —+- —+- 1 1
2 2 2 2 4 4 4 4
2y 1oy (AL 1LY 1o
QAxP=|2 2]|x =2 2 2 2]|= .
1 1 -11 1-1 1+1 0 2

1 0
J’ai bien montré que B = (0 2).
b) Je sais que B = QAP. En multipliant a gauche par P et a droite par Q, j’obtiens que
PxBxQ=PxQAPxQ=PQ xAx PQ=IxAxI=A.
=1 =1

J’ai bien montré que A= PBQ.

c¢) Comme la matrice B est diagonale, alors

1" 0 1 0
n __ —
B _(0 2")_(0 2")'
d) Jeraisonne par récurrence sur n > 0.
Enoncé: Je note P, la propriété: A" = PB"Q.
Initialisation: Pourn=0, A°=1 et PB°Q=PIQ=PQ=1. AinsiP, estvraie.

Hérédité: Soitn > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
D’apres ce qui précede, je sais que A = PBQ et, par hypothése de récurrence,
je sais que A" = PB"(Q. Alors j'en déduis que

A™1= A"x A= PB"Qx PBQ = PB"IBQ = PB"BQ = PB"*'Q.

Donc A"*! = PB"*1(Q. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.
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Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, A"=PB"Q.

e) Je sais désormais que A" = PB"Q et je connais I'expression des trois matrices P, B” et Q.

J’effectue alors les produits matriciels :

1 1) (1 0 1 2"
P x B" = X =

-1 1) o 2" \-1 2"
1 1 1 1 2"+1 2"-1

1 2m [= -= —(1+2") =(-1+2")

PB"xQ = |2 2]=|2 2 _| 2 2

-1 27) |11 1 m 1 n 2"-1 2"+1
- = —(-1+2") =(1+2"
2 2 2 2 2 2

3. a) Jeraisonne par récurrence sur n > 0.

b)

c)

d)

Enoncé: Je note P, la propriété: wu, > 1.

Initialisation: Pourn=0, uy=2 et 2>1.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypothése de récurrence, je sais que u, > 1. Je cherche a montrer que u;+; > 1.

Ainsi Py est vraie.

3u,+1
Upr1 21 n+3>1 <~ 3u,+1>u,+3 caru,+3>1+3>0
Un
— 2U, > 2 — up,=1.

Or u, > 1donc u,+; > 1. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, u,=>1.

Je calcule la différence entre deux termes consécutifs. Soit n € N,

Sup+1 1-u?

U,+3

Sup+1  u+3uy
un: - =
U,+3

Upi1— Up = = .
e " U,+3 U, +3
Or d’apres la question précédente, pour tout n >0, u, > 1 donc ui >letl- ufl <0.
Et comme u,, +3 >0, alors ;.1 — U, =0, i.e. Uy = Up.
Donc la suite (1) ;>0 est décroissante.
La suite (u,) >0 est décroissante et minorée par 1, donc selon le théoréme de la limite
monotone, elle converge vers une limite L > 1.
Par définition, lirP u,=Let liIP un+1 = L. Alors par passage a la limite dans la rela-
n—+oo n—+oo
3u,+1

3L+1
tion u,y1 = , jobtiens que L = ——. Alors, comme L+3 > 1+3>0,
Uu,+3 L+3
3L+1 5
L= 113 <— L(L+3)=3L+1 <= L“+3L=3L+1
— [2-1=0 < L=1loul=-1.
Mais puisque pour tout n >0, u,>1, alors L > 1 et finalement L = 1.
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4. a) Jeraisonne par récurrence sur n > 0.

. a
Enoncé: Je note P, la propriété: u,= b—n
n
e qe s apg 2 o .
Initialisation: Pourn=0, uy=2 et b_ = I =2. Ainsi Py est vraie.
0

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
a
Par hypothese de récurrence, je sais que u, = b—n Alors

n n
Bu,+1 33t +1

Up+1 = =
" up+3  7:+3
n

3a,+ by, 1 . . .

= ——— en multipliant numérateur et dénominateur par by,
a, +3b,
5an+ by - . . . 1

= T—3— enmultipliant numérateur et dénominateur par -,
2n+ 3bn 2
An+1 PP

=2 par définition de a, et b,,.
bn+1
ap+1

Donc u,4q = Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

bn+1
Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P,, est vraie pour tout n > 0, i.e.
ap

VnEN, uan—.
n

b) Je calcule le produit AU,, dans le but de retrouver U,y :

3a +1b
a ~Un T “Un
X( "): 2 2 :(an+1):Un+1.

1 3

AU, =

N =D w
N wN | —

J’ai bien exprimé Uj,;; en fonctionde Aet U, : U+ = AU,. Alors je peux montrer par
récurrence (non demandée) que pour tout entier n >0, U, = A"Uj.

¢) En injectant les résultats de la question 2.d) dans la formule obtenue a la question pré-
cédente, j obtiens que

2"+1 2"—-1 2" -1 1
a, 5 5 2\ [2"+1+ > 2”+2”‘1+5
Un:( :AnXUO: n n x(): n =
by "1 2"+ 1) \y) e, 2] on pon-1_1
2 2 2 2
Des lors,
a, 2"+2"'+1 2n42ntlolyg . 1
U, =—= = = ]1+—.
" by 2n42n1-17 ongon-1 1 2ny2n-1_1
1 1
Puis comme lim 2" +2""! - = = 400, alors par quotient, lim ——— =0.
n—+oo 2 n~+m2n+2n—L_%

Et finalement par somme, je retrouve bien

lim u,=1.
n—+oo
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Exercice 2 - Adapté ’ECRICOME 2013 / Ex2

1. a) Je dérive la fonction g terme a terme :

. , 6_6x°-6_6(x’-1)
VxeR, gx)=6x"—-—= =
by

X X
b) Puisque x € R}, il n'y a pas de valeurs interdites. Alors

g’(x)zO — ¥-1=0 << x=1.

Donc l'unique solution p est p =1 et j’en déduis le tableau de variation suivant :

X 0 1 +00
6(x* 1) - 0 +
X 0 + +
g (x) - 0 +
g

c¢) Puisque g(1) =2 x 13 —6In(1) +3 =5> 0 et que g(1) est le minimum de g,
alors pour tout x € RY,

g(x)>g1)=5>0.
Donc pour tout x e R}, g(x) > 0.

2. a) Jecalcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition :

In(x)

e Parquotient, lim ——=-oco puis
x—0t X
lim 2x= 0
x—07 .
3In(x) Par somme, lim f(x) = —oo.
llm > = —00 x—0*
x—0t X

In(x)

e Par croissances comparées, lim >— =0 puis
X—+oo X
lim 2x =400
X—+00 .
31n(x) Par somme, lim f(x)=+oo.
llm — X—+00

x—+oo  x2
b) Je calcule I’écart entre la courbe et I'asymptote :

3In(x) 3In(x)
> —2x=
X

fx)—y=2x+

2
A s . o N . 3In(x)
Et grace a la question précédente, je sais que xl_l,rfl 2
et la droite D d’équation y = 2x est bien asymptote a la courbe Cy quand x — +oo.
3In(x)
2

=0. Donc xETmf(x) -y=0

Enfin pour x > 1, In(x) >0 et x* >0, donc fx)—y= >0, ieVx>1, f(x)>y.

Donc la courbe C rest au-dessus de la droite D.

4
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3. a) Lafonction f estdonnée souslaforme f(x) = 2x+%, avec u(x) = 3In(x) et v(x) = x°.
v(x

3
Alors u/(x) = — et v/ (x) = 2x, puis
x

2 xx*=3In(x) x2x ,, 3x=6xIn(x) _2x°+3-6In(») _gW)

fx)=2+ (x2)2 = p ) X3

’ai hi A * (x)
J’ai bien montré que Vxe R}, f'(x)= gx_3
b) Je sais que g(x) > 0 sur R} par la question 1., donc f’(x) > 0 sur R.
J’en déduis alors le tableau de variation suivant :

X 0 +00
f'x) +
+00
f /
—00

¢) Voici la représentation graphique de la fonction f.

—4 +

4. a) La fonction f est continue sur R};. Comme lir%)l+ f(x) = —oc0 et que thP f(x) = +o0,
xX— —T00

alors par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un antécédent x € R} pour
tout y € R. Comme f est aussi strictement croissante, alors cet antécédent est unique et
pour tout entier n > 1, 'équation (E,) : f(x) = 2n admet une unique solution dans R .

b) Par définition, f(x,) =2n. Puis

3 x1n(1) 3 xIn(n) 3In(n)
f(l):2X1+1—2:2+0:2 et f(n):an+T:2n+ 2 ,
avec n > 1 donclIn(n) > 0. Finalement
31
2<on<one =, i fO)Sf(u)< [0,
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Par croissance de la fonction f, j’en conclus alors que
Vn>zl 1<x,<n.

c) Soitn>1. Par définition de x;,

3In(x 3In(x 3In(x X
2%y + (2”):2n — (Zn):Zn—an = (2”):1——"
Xy x5, 2nx;y, n

d) En me servant de I'’encadrement 1 < x, < n, j'en déduis que 0 = In(1) < In(x,) < In(n).

Puis ) .
0<1<Lyx, <= 0<—<I:1 — 0K
Xn

1

2<
n

S|

nx
Par produit, j’obtiens bien que pour tout entier n > 1,
In(x;) < In(n)

~X 2 ~ .
nxs; n

In(n)

e) Par croissances comparées, je sais que lim
n—+oo n

gendarmes, grace a 'encadrement obtenu a la question précédente, j’en déduis que

=0. Alors d’apres le théoreme des

In(x,)
1 5 =0.
n—+oo nxn
X 3In(x
D’apres I'égalité obtenue a la question 4.c), Ly [ (2n ). Alors par linéarité,
n 2nxy,
X 3In(x 3
lim —= lim 1- (Zn):l——xO:l.
n—+oo n n—+oo 2nxn 2
Exercice 3 — [Début ’ESCP 2011 / Ex1]
1. a) Je calcule K? puis K* :
0 2 3 0 2 3 0 0 4
K2=10 0 2|x|[0o 0 2|=]|0 0 of,
0 0O 0 0O 0 0O
0 0 4 0 2 3 0 0O
K3=K?xK=|0 0 0|x|0 0 2|=]|0 0 0]|=0s.
0 0O 0 0O 0 0O

b) Comme K =03, alors pour tout entier n >3, K" = K3x K" 3=03x K" 3=05.

2. a) Jecalcule I + K dans le but de retrouver A :
1 00 0 2 3 1 2 3
I+K=10 1 0]l+]0 O 2]|=]0 1 2]|=A.
0 01 0 0O 0 01

J’ai ainsi montré que A=1+K.
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b) Les matrices I et K commutent puisque la matrice identité commute avec n'importe
quelle matrice. Je peux donc appliquer la formule du binome de Newtona A=1+K:

" (n
A'=(I+K)"=Y ( )I”_kKk.
i=o\k
Or dans cette somme, tous les termes correspondants a un entier k > 3 sont nuls,

d’apres la question 1.b). Donc pour tout entier n > 2,

At =

n n n nn-1
O)KOI” + (l)KII’H + (Z)KZI”_Z =I+nkK+ %Kz.

¢) En explicitant les matrices de ’expression précédente, j'obtiens que pour tout n > 2,

1 00 0 2n 3n 0 0 2n(n—-1) 1 2n 3n+2nn-1)
A"=10 1 O|+|0 O 2n|+]0 O 0 ={0 1 2n ,
0 01 0O 0 O 00 0 0 0 1
Le. 1 2n n@n+1)
A"=|0 1 2n
0 O 1

d) Jevérifie pour n =0et n = 1lavéracité de laformule précédente, déja valable pourn > 2:

e Pour n =0, la formule précédente donne

1 2x0 0x(@2x0+1) 100
0 1 2x0 ={o 1 o|=1=A4°
0 0 1 0 0 1

e Pour n =1, la formule précédente donne

1 2x1 1x(@2x1+1) 1 2 3
0 1 2x1 =10 1 2|=A.
0 0 1 0 01

Ainsila formule trouvée pour n > 2 ala question 2.b) est aussi valable pourn =0etn =1.
La formule est donc vraie pour tout entier n € N.

Exercice 4 -
1. a) Comme le dé est équilibré, tous les tirages sont équiprobables.
Ainsi X suit une loi uniforme sur [1,6], i.e Vxe[1,6], P(X=x) = é
b) Comme X suit une loi uniforme, alors

6°—1 35
12 12

E(X) 6+1_7 t V(X)
= = = e =
2 2

2. Pour obtenir deux fois PILE, il faut lancer la piece deux fois, donc avoir obtenu un 6 avec le
dé.D’olt P(Y =2) = P([Y =2] N [X = 6]). Puis par la formule des probabilités composées,

P([Y =2]N[X=6])=P(X=6) x Pix= (Y =2) = = x

1 1
X — = —,
2 24

| =
SR
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3. a)

b)

c)

4. a)

b)

Si j'obtiens 1, 2, 3, 4 ou 5 avec le dé, alors je ne lance la piece qu'une seule fois, donc
j’ai une chance sur deux d’obtenir une fois PILE et une chance sur deux de n’en obtenir
aucun. Ainsi

1
Vke{1,2,3,4,5}, Px=i(Y =0)= 7

Si j'obtiens un 6 avec le dé, alors je lance la piece deux fois. Ainsi j'obtiens 0 fois PILE si
et seulement si j’obtiens deux fois FACE. Donc

Pix=6(Y =0)==x

N =
N | =
| =

D’apres la formule des probabilités totales, comme {[X = k] | 1 < k < 6} forme un sys-
téme complet d’événements,

6
P(Y=0)= ) P(X=k)x Px=(Y =0)

k=1
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
=X —X—F =X —F =X —F =X —F—X—=—
6 2 6 2 6 2 6 2 6 2 6 4 24
J is déja P(Y =2) ! t P(Y =0) 1
e sais déja que =2)=—etque =0)=—.
)24 24 q 24
Donc il ne me reste plus qu’'a déterminer P(Y =1) et

1 11 12 1
P(Y=1)=1-PY=0-P(Y=2)=1-———=—=—.
24 24 24 2

Je récapitule cela dans le tableau suivant :

k 0|1
1112 | 1
PlY=k)| = | —| =
24 | 24 | 24

Pour le calcul de I'espérance,

11 12 1 14 7
EY)=0x—4+1x —42x —=—=—.
24 24 24 24 12
Grace aux probabilités déja calculées, j’obtiens
X=1|X=2|X=3|X=4|X=5|X=6
1 1 1 1 1 1
Y=0 — — — — — —
12 12 12 12 12 24
1 1 1 1 1 1
Y=1 — — — — — -
12 12 12 12 12 12
1
Y=2 0 0 0 0 0 —
24
Je calcule E(XY) grace alaloi conjointe :
1 1 1 1+2+3+4+5+6+6 27 9
EXY)=1x1x—+--+4+1x6x—+2x6x — = ===
12 12 24 12 12 4

J’en déduis alors, d’apres la formule de Konig-Huygens, que

9 7 7 54 49 5
Cov(X,Y)=E(XXY)—E(X)E(Y)=> - = x —=— —— = —
4 2 12 24 24 24
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Exercice 5 -

-3 -6 6
1. a) Jecalcule d’abord A— I puisle produit Ax (A-I): A-I=]10 -1 0 et
-1 -3 2
6-6 12+6-18 -—-12+12 0 0O
Ax(A-D=| O 0 0 =({0 0 0|=0;3
3-3 6+3-9 —-6+6 0 0O
-1 0 O
Je calcule désormais B — I puisle produit Bx (B—I1): B-I=|1 2 -2 et
1 3 -3
0 0 0 0 00
Bx(B-I)=|-1+3-2 6-6 —-6+6|=|0 0 0]=03
-1+3-2 6-6 —-6+6 000

b) D’apres la question précédente,

AA-D =03 <= AxA-AxI=0 < A’-A=0 < A’=A.
De méme,

B(B-I)=03 <= BxB-BxI=0 <= B’-B=0 <= B?=B.
Remarque : Calculer le produit A? et remarquer que l'on retrouve bien A permet de vérifier
I'égalité, mais ne répond pas a la question "En déduire”.

c) Je calcule les produits AB et BA:

—-6+6 —18+18 12 12
AxB= 0 )
-3+3 —9+9
0
0
0

0 0
BxA=|-2+2 -6+6 6 6|=
-2+2 —-6+6 6-6

2. a) Endéveloppant, W? = (A+2B)° = A+ Ax 2B +2B x A+ (2B)".
Mais ATTENTION, le produit n'est pas commutatif!
Comme d’apres la question précédente A* = A, B* = B, AB = 03 et BA = 03, je déduis que
W2=A+(2B)" = A+4B? = A+4B.
b) Je raisonne par récurrence sur n > 1.
Enoncé: Je note P, la propriété: W" = A+2"B.

Initialisation: Pourn=1, W'=W = A+2B = A+2'B d’aprésla question précédente.
Ainsi P; est vraie.

Hérédité: Soit n > 1. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypotheése de récurrence, W" = A+2"B. Alors

W™= W"x W= (A+2"B) x (A+2B) = A*+ Ax2B+2"Bx A+2"B x 2B
= A+03+03+2""1B2= A+2""1B.

Donc W™ = A+2"*1B. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire, alors par prin-
cipe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 1, i.e.

VneN*, W"=A+2"B.



