Mathématiques ECT2 CORRIGE 04/11/2024

DEVOIR MAISON 1 I

Exercice 1 - [Adapté de BSB 2017 / Ex1]
1. Je calcule les produits matriciels Px Q et Q x P:

0 0 1 010 1 0O
PxQ=|[1 0 0|x|0 0 1]=|0 1 0|=1,
010 1 00 0 01
010 0 01 1 00
QxP=|0 0 1|x|1 O O|=|0 1 Of|=1.
1 00 010 0 01
2. Je calcule le produit Q x A puis multiplie le résultat par P :
010 1 00 01 2
QxA=|0 0 1|x|(0 1 2]=(2 0 1],
1 0O 2 01 1 0O
01 2 0 01 1 20
QAxP=12 0 1|x|1 O O0|=|0 1 2|=L.
1 00 010 0 01

J’ai bien montré que QAP = L.
3. a) Jeraisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: QA"P=L".
Initialisation: Pour n =0,
QA’P=QIP=QP=1 et L[°=1I
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypothese de récurrence, QA" P = L". Alors

L"!'=1"xL=QA"Px QAP =QA"IAP = QA""'P.

Donc QA™*'P=L"*! Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire,
alors par principe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, QA"P=L".

b) Je détermine J puis calcule ses puissances successives :

Ainsi
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c¢) Pour tout n > 3, d’aprés la question précédente, J" = J3 x J"3 =03 x J"73 = 03.

d)

e)

b)

c)

Par ailleurs, les matrices I et /] commutent donc je peux appliquer la formule du binéme
de Newton a la matrice L=1+ ] :

=+ pn=Y |"|mrsk
k=0 k

Comme tous les termes de cette somme sont nuls des lors que k > 3, j’obtiens alors

n_ | im0 [Pn-141 [T n-252 _ nn-1) ,
L _(O)I] +(1)I J +(2)I J _I+n]+—2 Je.

D’apres les résultats obtenus aux questions précédentes, pour n > 2,

1 00 0 2n O 0 0 2n(n-1) 1 2n 2n(n-1)
L"=10 1 0|+]|0 0 2n|+{0 O 0 =0 1 2n
0 01 0O 0 O 00 0 0 O 1
Pour n=0et n =1, cette formule me donne les matrices
1 2x0 2x0x(-1) 1 2x1 2x1x0
0 1 2x0 =1 et 0 1 2x1 =1L,
0 0 1 0 0 1

donc cette formule reste valable pour tout entier naturel n € N.
Je sais que QA" P = L" donc PL"Q = PQA"PQ=1A"I=A". Ainsi A" =PL"Qet

0 01 1 2n 2n(n-1) 0 0 1
PL"=11 0 0|x|0 1 2n =|1 2n 2n(n-1
010 0 O 1 0 1 2n
0 O 1 010 1 0 0
A"=PL"xQ=[1 2n 2n(n-1)|x|0 0 1|=(2n(n-1) 1 2n]|.
0 1 2n 1 00 2n 0 1

La suite (u,) nen €St une suite constante.  Alors pour tout n € N*,

Up,=u;=1.
Pour n > 1, je calcule le produit AX, :
1 00 1 1 1
AX, =10 1 2|x|vy|=|va+2wy|=| Vvn+1 | = Xns1.
2 0 ]. w” 2+ wn wn+1

J’ai bien montré que pourtoutn >1, X, =AX,.
Enoncé: Je note P, la propriété: X, =A""1X;.
Initialisation: Pour n=1, A°X; =1X;=X;. AinsiP; est vraie.

Hérédité: Soit n > 1. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypothese de récurrence, X, = A"1X,. Alors

X1 =AX, = Ax AV Ix = A"X;.

Donc X;;41 = A"171X, . Finalement Prn+1 est vraie et la propriété est héréditaire.

2
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Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire,
alors par principe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 1, i.e.

VneN*, X,=A"1lX;.

1
d) Jesaisque | v, | = X, = A"1X,.
Wp
Il me suffit donc d’opérer ce produit pour déduire les formules de v, et wy, :

1 0 0 1 1 1
A”_lez 2m-1)(n-2) 1 2(mn-1)|x|0|=|2(n-1)(n-2)+4(n-1)|=|2nn-1)
2(n—1) 0 1 2 2n—-1)+2 2n

Ainsi j’ai bien montré que pour tout n > 1,
v,=2n(n-1) et w,=2n.

Exercice 2 - [BSB 2018 / Ex2]

1. a) Je calcule la dérivée de g puis étudie son signe. Pour tout xe R, g'(x)=e*+1>0.
Ainsi la fonction g est (strictement) croissante sur R.

b) J’évaluegen0: g(0)=e’—1+ 0 =1-1=0. Puisque g est croissante sur R, alors pour
toutréel x >0, g(x)>g(0) = et pour toutréel x <0, g(x)<g(0) =
J'obtiens ainsi le tableau de s1gne suivant :

X —00 0 +00
g(x) - 0 +
. P x
2. a) Par croissances comparées, hm — =0. Alors
oo gX

X Par somme, lim f(x)=
X—+00

b) Je calcule I’écart entre la courbe et 'asymptote puis calcule la limite de cet écart :

f(x)—y:x+1—ix—(x+1):_i.
e e

X
Or j’ai déja montré a la question précédente que lim ——=0.
+oo e

Donc la droite D d’équation y = x + 1 est bien asymptote ala courbe C en +oo.
c) Jeréécris 'expression de la fonction f(x) de sorte a lever I'indétermination :

x _ _
f(x):x+1—;:x+1—xe T=1-x(e™*-1).

lim —x=+4+oc0

. xﬁ__o;’ Par produit, lim —x(e‘x - 1) = 400.
lim e*—1=+40c0 X——00
X——00

Finalement, par somme, th flx) =
——00
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u(x
3. a) Lafonction f est donnée sous la forme f(x) =x+1- %, avec u(x) = x et v(x) = e*.
v(x

Alors u'(x)=1et V' (x)=¢€"

fl=1-

J'ai bien montré que VxeR, f'(x)=

puis
Ixef—xxe* — 1-x e'-1+x g
(ex)Z - e* e Toex
g(x)
er

b) Comme pour tout x € R, e* >0, alors f'(x) est du signe de g(x). Or le signe de g(x) a été
J’obtiens donc le tableau de variation suivant pour f :

déterminé a la question 1..

X —00 0 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
1

u(x
4, Lafonction f’ est donnée sous la forme f(x) = (—), avecu(x)=e*—1+xetv(x)=e".

Alors u/(x) = e* +1 et v/ (x) = e* puis

f/l(x) —

v(x)

(eX+1)xe*—(e*~1+x)xe* e"+1-e"+1-x 2-x

(ex)’

2—-x
J'ai bien montré que Vx e R, [f"(x) = —— Pour étudier la convexité de f, j'ai besoin de
e

eX e

connaitre le signe de "' (x).Ore® >0et2—x >0 < x < 2.D’oule tableau de signe suivant :

X

—00

2 +00

f"(x)

Ainsi la fonction f est convexe sur l'intervalle | — oo, 2] puis concave sur I'intervalle [2,+oo|.

5. Voici les représentations graphiques de la courbe C et de la droite D :
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Exercice 3 - [ESCP 2013 / Ex3]
1. a) Jenotepourke {1, 2}, Uy I'événement "le premier tirage s’effectue dans I'urne U/} ".
Alors d’apres la formule des probabilités totales,

PX;=1)=PUin[X;=11)+P(U2n[X; =1])

=P(U) x Py, (X1 =1 + P(Uz) x Py, (X1 = 1) =

3 1 1
X—4=x== =-—.
5 2 5 10 5

Nln—t

Comme les seules valeurs possibles pour la variable aléatoire X; sont0 et 1,

2
alors X; suit une loi de Bernoulli de parametre p = 5

b) Comme X; suit une loi de Bernoullj,

2
E(X1)=p=g et VXi))=pl-p)=

U‘lll\J
O‘IIOJ

6

25

2. a) Comme par définition Z = X; + Xp, alors [X» =0]N[Z =0] = [X; =0l N [X> =0].
Puis d’apres la formule des probabilités composées,

3 4 12
P([X2=0In[Z=0])=P([X; =0IN[X2 =0]) = P(X; = 0) x Px,=0) (X2 =0) = =X e T o
b) Les événements [X; =1]N[Z =0] et [X» = 0] N [Z = 2] sont impossibles donc
P(X2=1In[Z=0])=P((Xo=0In[Z=2]) =
Par ailleurs, de la méme maniere que dans la question précédente,
2 2 4
P([Xo=0ln[Z=1]) =P([X1 =1]N[X2=0]) = P(X; = 1) x Pix,=)(X2 = 0) = T
3 1 3
P([Xo=1]n[Z=1]) = P([X1 =0]N[X2 =1]) = P(X; =0) x Pix,—)(X2 =1) = =X E= 50
2 3 6
P(X2=1n[Zz=2])=P([X; =1IN[X2=1])=P(X3 = 1) x Pix;=11(X2=1) = =X 2T e

Je résume tout cela dans le tableau ci-dessous :

Z=0|zZ=1]z=2
12 4

X=0| = | — 0
25 | 25

3 6

Xo=1| 0 = | =

25 | 25

3. a) Jedéterminelaloide X, en additionnant les probabilités de chaque ligne dans le tableau
précédent. J'obtiens

X 0 1
16 | 9
P(Xg :.X') g g

9
La variable aléatoire X, suit donc une loi de Bernoulli de parameétre p = T Ainsi

16 144

9
EX)=p=5- et VIX)=pl=p)=oxo0 =00
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2 9 6
b) Jesaisque P(X3=1)=—,P(Xpo =1)=—etP(X;7=1,X,=1) = —.
) J q (X1=1 : (Xo=1) 75 (X1 2=1) 75

Jendéduisalorsque P(X; = 1) x P(Xo =1) #ZP (X1 =1,X, =1).
Donc les variables X; et X, ne sont pas indépendantes.

c) Je détermine la loi de Z en additionnant les probabilités de chaque colonne dans le ta-
bleau de la loi du couple (X», Z). J’obtiens

z o]1]2
127 [6

PZ=2) | — | == | =
25 | 25| 25

d) Je calcule I'espérance et la variance de la variable aléatoire Z :

12 7 6 7+12 19
E(Z)=0x—+4+1x—+4+2x—= =—.
25 25 25 25 25

Par ailleurs, en utilisant le théoreme de transfert, je sais que

12 7 6 7+24 31
E(Z?)=0°x —+1°x —+2°x — = ==.
25 25 25 25 25

Alors par la formule de Kénig-Huygens, j’ obtiens que

5 , 31 (19)% 31x25-19%> 775-361 414
V(Z)=E(Z°)-E(Z)" = = - -

25 |25 252 625 625

4. D’apres la formule des probabilités conditionnelles,

P(UiN(X;=0]) 3x%

P = U = =
x;=01(U1) X, =0)

1
3"

gilw| X

1
La probabilité que la boule verte tirée au premier tirage provienne de I'urne /; est 3
5. a) Grace au tableau de la loi conjointe, je sais que

3 6 3+12 15
EXpZ)=1x1x —+1x2%x —= =
25 25 25 25

3
=
b) D’apres la formule de Kénig-Huygens, je sais que

Cov(X, Z) = E(XoZ) — ECXVE(Z) = 5 - 2 19 _ 370171 _ 204
vV , = — - _ 22Tt
’ ? 2 5 25 25 625 625

c¢) Comme Z = X; + X, alors X; = Z— X,. Ainsi par linéarité a gauche de la covariance,

Cov(X1, Xo) = Cov(Z — Xz, Xo) = Cov(Z, X») — V(X>) 204 144 60 12
ov » = _Lov - , = Cov(Z, _ e S0
1, X2 2, X0 > )= o T T T

d) Comme Z = X; + X», alors

144 49 12 150+144+120 414
X — = = —.
125 625 625

6
VZ)=V(X])+V(X5)+2Cov(Xy, Xp) = — + —
(2) (X1) (X2) ov(X1, Xo) AT



