Mathématiques 2024/25

TD 6- Compléments d’intégration

ECT2

EXERCICES — CHAPITRE 6 I

Intégration sur un segment

Exercice 1 (x) - Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f.

1. f(x)=4x>—2x*+4x—1surR 3. fry=e+e ¥ surk
3 * 2 *
2. f(x)z—;sur[R%+ 4. f(x):ﬁsurlR

Exercice 2 (xx) - Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f.

2
1. f(x)=2xe" " surR 4 flx) = 1 sur 1L oo
2x+1 U xv1+In(x) ’
2. fx)= ——= surR x+1
2 2 5. f(x) = —— = surR
(% +x+1) (x2+2x+3)4
2x
e . In(x) N
3. f(x):msurﬂ&r 6. f(x)= —— surR}
1

Exercice 3 (x*) — On considere la fonction f: x— ———.
x?>-2x-3

1. Onnote a et §les deux racines de la fonction P: x — x*> —2x—3. Déterminer a et f8.

2. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que
a b

VxeR\{a,fp}, f(x):x_a Pyt

3. Endéduire une primitive de f sur tout intervalle inclus dans son domaine de définition.

Exercice 4 (%) — Calculer les intégrales suivantes.

-1
4. 14=f (4x-1)3dx
-2

2 x
5. I = —dx
> fl 1+3x2

1
6. 16=f ezx_ldx
0

1
L. Ilzf (4x* —3x* +2x+1)dx
0

2
2. Izzf (e* +e™¥)dx
0

Ly
3. Ing dr
-1Vi2+1

Exercice 5 (x* %) — Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties.

41n(1) ds

1V
1

4. IlOZf (x2+1)egxdx
0

1
1. 17:f te?tdr 3. Ig=
0

2
2. Ing 21n(r) dt
1

Exercice 6 (x x x) — Lobjectif est de calculer les intégrales

1 1 1 2 1
sz dx, ]=f T dx et K:[ Va2 +2dx.
X242 X242 0

1. Calculde I.
Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(x) =1n (x +Vx2+ 2).
a) Calculer la dérivée de f.
b) En déduire la valeur de 1.
2. Calcul de J etde K.

a) Sans calculer explicitement les intégrales J et K, vérifier que J+ 21 =K.

b) Alaide d’une intégration par parties portant sur K, montrer que K = v'3—J.

c¢) En déduire les valeurs de J et K.

1 n

X
Exercice 7 (x*) — Pour tout n € N*, on pose uj, =f —

0 (1+x?)
1. Calculer u;.
xn

2. Montrer que pour tout n € N* et tout x € [0,1], 0< W <™

1+x
3. En déduire que pour tout n € N*, 0< uy, < -1

n

4. Ftudier la convergence de la suite (14,,) nene .

e
Exercice 8 (x x x) — Pour tout n €N, on pose I, = f In(x)" dx.
1
1. Calculer I et I;.

. Etudier la monotonie de la suite (I,,) ,eny €t montrer qu’elle converge.

2
3. Montrer que pour toutneN, I,y =e—(n+1)I,.
e
4. En déduire pourtoutneN, 0< 1, < 1
n
5

. En déduire la valeur de ¢.

n

1
X
Exercice 9 (x x xx) — Pour tout n €N, on pose I, = f
o 1+x"

1. Montrer que pour tout x€ [0,1], 0< < x".
1 1+x"
. Calculer/ x" dx puis en déduire que 0< I, < 1
0 n
3. Déterminer la limite de la suite (I;) n>0-
1

lim dx=1.

n—+oo Jo 1+ x"

n

\S]

4. En déduire que

Soit ¢ sa limite.
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5. Pour tout n €N, on pose J,, = nl,.
1
a) Montrer que J, =In(2) —f In(1+x")dx.
0
Indication : Penser a une intégration par parties.
b) Montrer que pourtout £ >0, 0<In(1+1#) <1t.

¢) En déduire la limite de la suite (J5,) ,>0.

Intégrales généralisées

Exercice 10 (xx) - Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes.

+00 2 +00 t
L[ 2 N f——
1 X o (1+7?)
+00 2
2. / xe ™ dx 5. f+oo ¢ dr
0 1 1+
0 +00 In(x
3.f e*ldt 6. f ™) 4
—00 1 X
Exercice 11 (%x*) — Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes.
+00 ex +0o ex
N 2 [T
—oo (1+e%) —oo l+e*

Exercice 12 (x x x) — Déterminer trois réels a, b et c tels que

Vx>1 ! -4 + b + ¢
~ x1+x2 x 1+4x (A+x2
+oo 1
En déduire I'existence et la valeur de I'intégrale généralisée f —dx.
1 x(1+x)

Exercice 13 (% % %) —
A

1. Alaide d'une intégration par parties, donner la valeur de I'intégrale f xe “dx

0
puis calculer
A
lim xe *dx.
A—+00Jg

+00
2. Que peut-on en déduire pour I'intégrale f xe *dx?
0

Exercice 14 (x*) — Soit f la fonction définie sur R par f(x) = X3

1.

2.

3.

Exercice 15 (x x %) — Soit f la fonction définie sur R par f(x) = { .

1.

2.

3.

six>1,

0 sinon.

A
Calculer pour tout réel A strictement supérieur a 1 'intégrale I = f — dx.
1 X

Calculer lim I4.

A—+o0

+00
En déduire que f f(x)dx converge et déterminer sa valeur.
—00

0 six <0,

[N

xe 2 six=>0.

o

Calculer la dérivée de la fonction g définie pour tout réel x positifounul par g(x) = e~ 7.
M 2

Soit M un réel strictement positif. On pose I(M) = / xe 'z dx.

0

Déduire de la question précédente la valeur de (M) puis calculer Mlim I1(M).
—+00

+00

En déduire que f f(x)dx converge et déterminer sa valeur.
—00

Exercice 16 (x * xx) — [Extrait ’ECRICOME 2016 / Ex2]

+00

+00
On pose Iy = f e~ *dx et pour tout entier naturel n non nul, I,, = f x"e " dx.
1

1.

2.

1

o S |
Montrer que Iy est une intégrale convergente égale a —.
e

Al'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout réel M > 1,

Mn+1
eM

M 1 M
f xMle ¥ dyx=— +—+f (n+1)x"e *dx.
1 e N

. En raisonnant par récurrence et a 'aide des questions précédentes, montrer que pour

tout entier naturel n, I'intégrale I,, converge.

1
. Montrer que pour tout entier neN, [, =—+((n+1)I,.
e

. Calculer I, pour n€ {1,2,3}.
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