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5 ‘ Matrices inversibles

Dans ce chapitre, toutes les matrices sont carrées et n € N* désigne un entier non nul.

I - Matrices inversibles

Définition 5.1 — Soit A € M, (R) une matrice carrée.
On dit que A inversible si et seulement s’il existe une matrice B € M ,,(R) telle que

AxB=1I, et BxA=I,.

Lorsqu’une telle matrice B existe, elle est appelée inverse de A et est notée AL

Remarque 5.2 -
e Lanotion de matrice inversible n’a de sens QUE pour des matrices carrées.

» Une matrice inversible admet une unique matrice inverse.

Exemple 5.3 — Vérifier les assertions suivantes.

1. Lamatrice identité est inversible et I,1 = I,

2 1 1 -1
2. Lamatrice A= ( 1 1) est inversible et A~ = ( )

3. La matrice carrée nulle 0,, n’est pas inversible.

4. La matrice A= n’est pas la matrice nulle mais elle n’est pas inversible pour autant.
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— Proposition 5.4

Soient P € M, (R) et Q € M, (R) deux matrices carrées de méme taille.
Si PxQ=1I,, alorsP etQ sontinversibles et

Pl=Q et Q'=P

En particulier, si Px Q=1I,,, alors Q x P = I,,.

Exemple 5.5 — Calculer le produit PQ et vérifier que les matrices P et Q sont inversibles.

. . (47 (-5 7
 On considére les matrices P = (3 5) etQ= ( 3 - 4)-

Je calcule le produit P x Q :

Px Q= 4 7) (-5 T)_(-20+21 28-28)_(1 0)_,
13 5 3 —4) \-15+15 21-20) |0 1) *

Comme PQ = I, alors P et Q sont inversibles et sont inverses 'une de I'autre.

11 1
1 1 1 3 3 3
¢ On considere les matricess P=|1 -1 0 [etQ= % —% %
1 0 -1 1 1 _2
_ 3 3 3
Je calcule le produit P x Q :
11 1 1,1,1 1_2,1 1,1_2
11 1 3 3 3 s3t3*t3 3-5+3 3*t3-35] (1 00
PxQ=|1 -1 0 |x|[3 -5 1 |=| 3-3 1+ -1 |=]0 1 0o|=1
_ 1 1 2 11 11 1,2
Lo -\ 3 -3 5o 373 3t3 001

Comme PQ = I3, alors P et Q sont inversibles et sont inverses I'une de I’autre.

— Corollaire 5.6

Soient P € M, (R) et Q € M, (R) deux matrices carrées de méme taille et A € R* un réel non nul.
SiPxQ=Ax1I,, alorsP etQ sontinversibles et

a1 a1
p —AXQ et Q —/1><P.

1 1 3 0 -5 -5
Exemple 5.7 - Déterminer les inverses des matricesP=|-1 -2 -1|etQ=|-2 -4 2
-1 2 1 4 3 1
Je calcule le produit P x Q :
1 1 3 0 -5 -5 —2+12 -5-4+9 -5+2+3 10 0 O
PxQ=|-1 -2 -1|x|-2 -4 2 |=| 4-4 5+8-3 5-4—-1|=10 10 O |=10xI;.
-1 2 1 4 3 1 —4+4 5-8+3 5+4+1 0O 0 10
Comme PQ =10 x I3, alors P et Q sont inversibles et
1 1 1 1 3
; 0 -3 -2 " 1 10 10
Pl=—xQ=|-1 -2 1} et Ql=—xP= —11—0 -1 —1]—0
10 2 3 1 10 114
5 10 10 10 5 10
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Méthode 5.8 — Vérifier qu'une matrice est inversible

En mathématiques, il est toujours plus facile de vérifier un résultat que de le montrer directement.
C’est par exemple le cas pour montrer qu'une matrice est inversible.

Ainsi, si I'énoncé donne un candidat pour l'inverse, alors il suffit de multiplier, obtenir la matrice
identité et I'inversibilité de la matrice est démontrée.

Il existe trois cas de figures simples ou1 'énoncé montre la voie :

1. Linverse est donnée directement. Dans ce premier cas, on calcule le produit,
on obtient la matrice identité et la Proposition 5.4 permet de conclure.

2. On demande de calculer le produit de deux matrices. Cette fois encore, on calcule le produit
et deux cas de figure peuvent se présenter :

¢ On obtient la matrice identité, possiblement a un facteur multiplicatif pres :
on conclut grace au Corollaire 5.6 (sans oublier le facteur multiplicatif).
¢ Le produit est nul : la matrice n’est pas inversible.

3. On demande de vérifier une égalité matricielle impliquant des puissances de la matrice A.
On calcule I'expression demandée et le résultat doit permettre d’aboutir, apres simplification,
a une expression de la forme

Ax () = L.

Alors la matrice A est inversible et 'inverse de A est donnée par le facteur entre parenthéses.

011
Exemple 5.9 - On considére lamatrice A= |1 0 1|. Montrer que A* = A+2I3.
1 10

En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
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—— Proposition 5.10 - Cas d’'une matrice diagonale

d 0 ... 0
. d -
Soit D = une matrice diagonale.
: . -0
0 ... 0 d,

La matrice diagonale D est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux d; sont tous inver-
sibles, i.e. tous non nuls. Dans ce cas, la matrice inverse est donnée par

1
z 0 0
1
p=|% @
0
1
0 U
3 0 0
Exemple 5.11 — Donner l'inverse de la matrice D=0 -1 0].
0 0 2

— Proposition 5.12

Soit A € M, (R) une matrice triangulaire, supérieure ou inférieure.
La matrice A est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

2 0 0 2 3 0
Exemple 5.13 - Les matrices A=(-5 1 0 |[etB=|0 0 4 |sont-ellesinversibles?
3 0 -4 0 0 -1

—— Proposition 5.14
Soient A€ M, (R), Be M, (R) et C e M, (R) trois matrices carrées de méme taille.
o Si Aestinversible, alors A™! est inversible et (A‘l)_1 = A.
» Si A et B sontinversibles, alors le produit AB est inversible et (AB)"! = B7lAa7l.

» Si Aestinversible, alors A est simplifiable a gauche et a droite, c’est-a-dire que

AB=AC = B=C et BA=CA = B=C.
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— Proposition 5.15 - Cas d’'une matrice de taille 2

. a b . . . . . . .
Soit A= (c d) une matrice carrée de taille 2. On appelle déterminant de la matrice A le réel :

det(A) = ad — bc.

La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul: det(A) = ad — bc #0.
Dans ce cas, la matrice inverse de A est donnée par

A_l — 1 % ( d _b) .
det(4) \-c¢ a

Démonstration. On commence par observer que

a b ; d -b\ (ad-bc -—ab+ab
c d “\ed-cd -bc+ad

B (Cld— bc 0

0 ad — bc) =det(A) x .

—C a

Donc sidet(A) = ad — bc #0, alors A est inversible et
Al 1 y ( d —b)'
det(A) \-c¢ a

d -1
En revanche, si det(A) =0, alors en posant B = (—c aj), on obtient que AB = 0,.

En raisonnant par 'absurde et supposant que A est inversible, alors on obtient que B= A" AB = A710, = 0,,
cequidonnea=b=c=d=0etdonc A=0,. Orlamatrice nulle de taille 2 n'est pas inversible.
D’oti contradiction. Donc A n'est pas inversible. O

1 2
Exemple 5.16 — Les matrices A = ( 3 4

3 6
) etB= ( 9 4) sont-elles inversibles?
Si oui, préciser leur inverse.

¢ Je calcule le déterminant de la matrice A :
det(A)=1x4-2x3=4—-6=-2.

Comme det(A) # 0, alors A est inversible et

I AT
A = — X — 1
-2 \-3 1

¢ Je calcule le déterminant de la matrice B :
det(B)=3x4—-6x2=12-12=0.

Comme det(B) = 0, alors B n’est pas inversible.
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II- Calcul effectif de 'inverse d’'une matrice

1- Calcul de I'inverse par la résolution d’'un systéme

— Théoréme 5.17

Soit A € M, (R) une matrice carrée. La matrice A est inversible si et seulement si pour toute matrice
colonne Y € M, 1 (R), le systeme linéaire AX = Y d’'inconnue X € M, ; (R) admet une unique solution.

Méthode 5.18 — Montrer qu'une matrice est inversible et calculer son inverse
On fixe deux matrices colonnes X € M, 1 (R) et Y € M, 1 (R) puis on résout le systtme AX = Y avec
les outils mis en place en premiere année. Alors on peut savoir si une matrice est inversible et le cas
échéant, calculer son inverse :

 Sinon la matrice n’est pas inversible.

« Sile systeme admet une unique solution X, c’est-a-dire que X s’écrit de facon unique en fonc-
tion de Y, comme X = BY, alors A est inversible et A™! = B.

1 -7 11
Exemple 5.19 - Montrer que lamatrice A=|—-1 12 —19]estinversible et déterminer son inverse.
0 -3 5
X a

Je fixe les deux matrices colonnes X = | y| e M3 1(R)et Y =| b | € M3, (R),

ol x, y et z sont les inconnues et a, b et c les parametres du systeme.

1

AX=Y < -1
0

X

—
X

—
X

—
X

—
X

=
X
— y
z

=7
12
-3

11

-19

5

7y
Sy
_3}/

7y
15y
—15y

7y
15y

7y
15y

7y
y

3a
5a

3a

+

< C

X a x — 7y + 1llz =
y|=1|b — -x + 12y - 19z
% c -3y + 5z =
11z = a
82 = a + b Ly—Ly+ 1,
5z = c
+ 1llz = a
— 24z = 3a + 3b Ly, —3L,
R0 70— 5¢ L3 —5L3
11z = a
24z = 3a + 3b
z = 3a + 3b + b5c L3 — L3+ Ly
11z = a
= 75a + 75b + 120c
z = 3a + 3b + 5c
11z = a
5a& + 5b + 8¢ Ly, — %Lz
z = 3a + 3b + b5¢
2b + c Ly —Li+7Ly—11L3g
5b + 8c
3b + b5c¢

Alors je peux écrire

a
b
c

LZ — L2 + 24L3
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Finalement,
X 3 2 1 a
AX=Y <<= y|=15 5 8|x|bf.
% 3 3 5 c
Le systeme admet ainsi une solution unique. 3 21
Finalement la matrice A est inversible et son inverse est donnée par A =|5 5 8.
3 3 5

2 - Calcul de I'inverse par la méthode du pivot de Gauss

— Théoreme 5.20

Soit A € M, (R) une matrice carrée. La matrice A estinversible si et seulement si une suite d’opérations
élémentaires sur les lignes de A transforme la matrice A en une matrice B inversible.

Des lors, en transformant la matrice A en la matrice identité a 'aide d’opérations sur les lignes et en
effectuant simultanément les mémes opérations sur la matrice identité, alors on obtient 'inverse de
la matrice A.

Méthode 5.21 — Méthode du Pivot de Gauss
En pratique, la méthode précédente revient a transformer la matrice A en la matrice identité a I'aide
d’opérations élémentaires. L'utilisation d'un systeme linéaire n’est pas requise.

1. On commence par transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure
par la méthode du pivot de Gauss, ce qui permet de savoir si A est inversible ou non.

2. Le cas échéant, on transforme alors la matrice triangulaire en une matrice diagonale
puis en la matrice identité.

Alors en effectuant exactement les mémes opérations, dans le méme ordre, a la matrice identité I,
on obtient, sous réserve d’existence, la matrice inverse A™1.

1 1 0
Exemple 5.22 — Montrer que lamatrice P=| 0 1 0| estinversible et déterminer son inverse.
-1 -2 1

J’applique la méthode du pivot de Gauss pour transformer P en la matrice identité I,
tout en effectuant les mémes opérations sur la matrice identité I3 pour déterminer P!,

1 1 o0y|(1 0 o 1 1 0\|(1 0 o0
o 1 of|[flo 1 o ==y lo 1 o||[o 1 0
1 =2 1)|\o o 1 o -1 1)\ o1
11 0\[(1 00

Lambstlz 1o 1 ol fo 1 0

00 1)\ 11

La matrice obtenue est triangulaire supérieure, avec tous ses pivots non nuls donc elle est inversible.
Des lors, j’en déduis que la matrice P est inversible. Je poursuis la méthode.

11 0\|(1 00 10 0\|/1 -1 0
01 ofllo 1 ol 2=t fo 1 of||[o 1 o
o0 1)/ 11 00 1)1 1 1

Finalement j'ai bien obtenu la matrice identité a gauche. Donc la matrice a droite n’est autre que la
matrice inverse de P. La matrice P est bien inversible et

1 -1 0
Pl=[o 1 o
1 1 1
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