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1 ‘ Matrices

I- Généralités

Définition 1.1 — Soient n et p deux entiers non nuls. On appelle matrice a n lignes et p colonnes et a
coefficients dans R tout tableau de nombres de la forme

a1 ay2 ot adyj ot dip
612,1 612,2 e az,j cen az,p

A E ’
ai,l ai,2 cee al’] cese al,p
an,l anyz cee an,j ces an’p

avec a; j € Rpour tout i € [1,n] et j € [1,p]. Ce sontles coefficients de la matrice A.

L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes se note M, ,(R).

Exemple 1.2 - Voici des exemples de matrices :

1
12 -1 -1 0
e A=| 3 4 €M3,2([R), e B= 0 €M4,1(|R), 0C=(2 _S)EMz,z(R).
-3 0 V2

Remarque 1.3 — Le premier indice n (i pour les coefficients) concerne les lignes et le second indice p
(j pour les coefficients) concerne les colonnes.

— Proposition 1.4 - Egalité matricielle

Deux matrices sont égales si et seulement si elles ont le méme nombre de lignes et de colonnes et les

mémes coefficients.
a o ayp bip -+ big

) )

Soient Ae M, ,(R) et Be M, 4(R), avec A=| : : |etB=]| : : |. Alors

an1 " Qnp by -+ bmyg

n=m,
A=B — P:q;
Vie [[1) n]]) V] € [[1’ p]]’ ai:j = bi,j'

Exemple 1.5 - On donne

2x+3 5 -1 5
g=(50 0 o« #=(5 3)

Déterminer x et y pour que les deux matrices E et F soient égales.
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Définition 1.6 —

* Une matrice qui possede le méme nombre de lignes et de colonnes est une matrice carrée.
L'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes se note M, (R) au lieu de M, ,,(R).

o Une matrice qui ne posséde qu'une seule ligne est une matrice ligne.

» Une matrice qui ne posséde qu’'une seule colonne est une matrice colonne.
Dans certaines applications, on utilise le terme "vecteur" pour parler d'une matrice colonne.

Exemple 1.7 -
0 -1
3 0

-1 2

e Lamatrice A= est une matrice carrée de taille 3.

N =N -

e Lamatrice B=(1 2 3 -5)estune matrice ligne.

1
=1l
e Lamatrice C=| ( |estune matrice colonne.

2
3

Définition 1.8 —

 On appelle matrice nulle a  lignes et p colonnes et on note 0,,, la matrice a n lignes et
p colonnes dont tous les coefficients sont nuls. Si n = p, on écrit simplement 0,, aulieude 0, .

» On appelle matrice identité de taille n et on note I, la matrice carrée dont les coefficients
de la diagonale sont égaux a 1 et tous les autres sont égaux a 0. Autrement dit,

1 0 0
0 1 :
In = .
0
0 0 1
Exemple 1.9 — Exprimer les matrices suivantes.
* 02 o I3 * 053 o I3
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II- Opérations sur les matrices

1 - Multiplication d’une matrice par un réel

Définition 1.10 — Pour toute matrice A€ M, p(R) et tout réel A, on définit

/,LAZAX : E =

an1 " App Aany -+ Aapyp

a, o anp Aayy - Aayp

Autrement dit, pour multiplier une matrice par un réel 1, on multiplie tous ses coefficients par A.

-1
1|. Calculer4A.

4

Exemple 1.11 - Soit A=

N | — =

Définition 1.12 — Pour toute matrice A, la matrice (—1) x A est notée — A et s’appelle la matrice op-
posée de la matrice A.

Remarque 1.13 - Lopposée — A d’'une matrice A s’obtient donc en remplacant chaque coefficient de A
par son opposé.

-1 -2
Exemple 1.14- Soit A= 1 5 | Calculer —A.
2

2- Somme de deux matrices

Définition 1.15 - Soient deux matrices A€ M, ,(R) et B € M, ,(R) de méme taille. On définit

A+B=| : S e

ap,1 -t Adpp bn,l bn,p an,l"'bn,l an,p+bn,p

)

aig o anp bin -+ bip ai+b,y 0 aLptby

Autrement dit, la somme des matrices A et B est la matrice de méme taille que A et B
dont chaque coefficient est la somme des coefficients correspondants de A et B.

ATTENTION'! Laddition de deux matrices n’est possible que si elles ont le méme nombre
de lignes et de colonnes.
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Exemple 1.16 — Soient A = etB= Calculer A+ B.

W | = =
BN | =

Remarque 1.17 — On définit de méme la soustraction de deux matrices A et B en utilisant 'opposé :

A-B=A+(-B).

— Proposition 1.18
Soient A, B et C des matrices de M, ,(R) et A et u desréels. Alors
e par commutativité de 'addition, A+B=B+A,
e par associativité de I’addition, (A+B)+C=A+(B+0),
e par associativité de la multiplication par un réel, A(uA) = (AW A,

e par distributivité de la multiplication parunréel, A(A+B)=1A+AB et A +u)A=1A+uA.

. 1 -1 1 -3
Exemple 1.19 - Soient A = (_1 1 )etB— (1 5 )

Soit X une matrice carrée de taille 2 telle que 2X +3A = B. Déterminer la matrice X.

1 4 7
Exemple 1.20 - Soient x, y et zdes réels. Calculer la matricex|2|+y|5|+z|8]|.
3 6 9

Déterminer alors 'ensemble des triplets (x, y, z) vérifiant

1 4 7 0
x|[2|+y|5]+z|8]=]0].
3 6 9 0
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Je commence par calculer la matrice :

1 4 7 X 4y 1z x+4y+7z
x|2|+y|5]|+z|8] =|2x|+|5y|+|8z| = |2x+5y+8z].
3 6 <) 3x 6y 9z 3x+6y+9z

Alors pour résoudre I'équation matricielle, je résous simultanément les trois équations réelles :

1 4 7 0 xX+4y+7z 0 x + 4y + 7z = 0
x|2|+y|5]+z|8]=]0 — 2x+5y+8z|=10 — 2x + 5y + 8z = 0
3 6 9 0 3x+6y+9z 0 3x + 6y + 9z = 0

Il s’agit d'un systeéme linéaire que je résous en utilisant des opérations élémentaires.

x + 4y + 7z = 0 x + 4y + 7z = 0
2x + 5y + 8z = 0 — -3y — 6z = 0 Ly —Ly—21,
3x + 6y + 9z = 0 3% A 6y + 9z = 0
x + 4y + Tz = 0
— -3y - 6z = 0
—6y - 12z = 0 L3 — L3 —-3L
x + 4y + 7z = 0
— -3y — 6z = 0
0 = 0 L3<—L3—2L2

Comme la troisieme ligne s’annule par opérations élémentaires avec les deux premiéres,
je conclus qu’il y a une infinité de solutions.

6
Je fixe alors z € R. La deuxieme équation me donne y = —3z =-2z.

Puis la premiere équation devient x—8z+7z=0 < x—2=0 < x=2z. Ainsi
S= {[z,—Zz,z) |z e IR}.

Par exemple pour z = 1, j'obtiens la solution (1,-2,1).

3 - Multiplication de deux matrices

Définition 1.21 — Soient A € M, ,(R) une matrice quelconque et B € M, ; (R) une matrice colonne.
On appelle produit de la matrice A par la matrice B, la matrice de M, ; (R) notée A x B ou AB, définie
par

ai, adie al,p b1 al,lbl +a1,2bg+---+a1,pbp

a1 azp - Ap bz az bl ar az,gbz S 00055 a,p bp
AxB=]| | . S I .

an1 Gp2 -+ Gnp by an1by +anpbo+---+an by

Autrement dit, la matrice AB est une matrice colonne de taille n dont le i-ieme coefficient (i € [1, n])
est donné par

p
Z ai,kbk.
k=1
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1 0 -1 1
Exemple 1.22- Soient A= 2 3 4 |etX=|-1|. Calculer AX.
-1 2 4 -2

Définition 1.23 - Soient A€ M, ,(R) et B € M, ;(R) deux matrices.
On appelle produit de la matrice A par la matrice B, la matrice de M, 4(R) notée Ax B ou AB, définie
par
Cl,l ooo Cl,q 7
AB=| : ou cl-,j:ai,lblyj+ai,2bg,j+---+ai,pbp,j: Z fli,kbk,j~

k=1
Cn,l Cn,q

ATTENTION ! Pour pouvoir effectuer le produit AB, le nombre de colonnes de A doit étre
égal au nombre de lignes de B. Sinon le produit n’est pas défini.

Ilustration du produit matriciel :

’B : p lignes, g colonnes ‘

| b

S
_.
<

<®>
5‘ .o
<.

[

k

Q

&7
Cl,j Cl,q
Y
@ @ Ci1 Ciq
an'I e an’k e anyp Cn'l e Cn,k e Cn’q
A: nlignes, p colonnes C = Ax B: nlignes, g colonnes




Mathématiques 2024/25 Ch. 1- Matrices ECT2

Exemple 1.24 — Calculer les produits matriciels suivants aprés avoir donné I'’ensemble de matrices
auquel ils appartiennent.
2

[ ]
ES
Il
—
p—
w
(&2}
N—
X
S

0 1) (0 1
* G=lo o)x(o 0)

2 =3 7 X
e H=14 1 —6 | x y

9 0 5) \z
ATTENTION !

o La multiplication matricielle n’est pas commutative. En général, le produit AB (sl existe)
n’est pas égal au produit BA (s'il existe aussi).

¢ Un produit de deux matrices peut étre égal a la matrice nulle sans qu’aucune de ces deux ma-
trices ne soit égale a la matrice nulle.

— Proposition 1.25
Soient Ae M, ,(R), Be M, ,(R), Ce M, 4(R), De M, ;(R) et E€ Mg (R). Alors
e par associativité de la multiplication de matrices, (AxC)x E=Ax(Cx E),
o par distributivité de la multiplication de matrices, (A+ B)C=AC+ BC et A(C+ D)= AC+ AD.

Et pour toute matrice carrée M € M, (R) et toute matrice colonne X € M,“ (R®),
MxI,=I,xM=M et I,xX=X.

La matrice identité est]'élément neutre de la multiplication matricielle (comme le 1 'est pour les réels).

Remarque 1.26 — On peut retenir que les regles de calcul sont les mémes qu’avec les réels a 'exception que
la commutativité n’est en général pas vraie pour les matrices.
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4 - Lien avec les systémes d’équations linéaires

— Proposition 1.27

On considere les matrices

Alors I'équation matricielle AX = B est équivalente a un systéme d’équations linéaires :

aaxy + apx2 + -+ ApXp = b

ai1xy + dazpxp + -0+ @, pXp = l’)z
AX=B << .

ap1X1 + ap2X2 + -+ appXp = by

Autrement dit, le p-uplet (x1, X2, ..., Xp) est solution du systéme a n équations et p inconnues
si et seulement si la matrice colonne X est solution de I’équation matricielle AX = B.

ar a2 - dp X1 by
a1 dzp - @zp X2 b

A= . . . EMnyp([R), X= . EMp'l(R) et B= . EMn'l([R)
ap1 Ap2 - dpp Xp by,

Remarque 1.28 - Les matrices permettent donc une écriture beaucoup plus succincte d'un systéme d’équa-
tions linéaires. Par ailleurs, il sera donné dans un autre chapitre des outils matriciels permettant la résolu-

tion de tels systéemes.

Définition 1.29 — FEtant donné le systéme linéaire a n équations et p inconnues suivant

aiix1 + apx2 + 0+ apXp = b
az1x1 t+ GppXp + -0+ ApXp = )
. . ’
ap1X1 + ap2X2 + -+ appXpy = by
al,l ooo al,p
la matrice des coefficients A= : . | s’appelle la matrice associée au systeme.
an,l voo an,p

Exemple 1.30 - Réécrire chacun des systémes suivants sous forme d'une équation matricielle.

|
—

2x + y
X =y

I
|
o~

3x + y + z + 2t = 1

y — 2z + t = 3

* 4z - t = 2
2t = -4
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II1 - Puissance d’une matrice carrée

1 - Définition et premiers exemples

Définition 1.31 - Soit A € M ,(R) une matrice carrée. On pose A’ = I, et pour tout k dans N*,

A= Ax Ax---x A,
(S —_——
k fois

ATTENTION'! Le calcul de A" ne consiste pas a élever les coefficients de A a la puissance n.

Remarque 1.32 - Comme pour lesréelsolt VaeR, a’=1,
toute matrice élevée a la puissance 0 vaut I'élément neutre, a savoir I,, pour les matrices.

1 2
Exemple 1.33 — Soit A la matrice A= (3 4). Calculer A%

Je calcule tout d’abord A? = A x A puis multiplie & nouveau le résultat par A :

, (1 2\ (1 2\ (1+6 2+8) (7 10 L 7+30 14+40
A% = = = t AS=A’xA=
(3 4)X(3 4) (3+12 6+16) (15 22) : *A=\15+66 30+88

(37 54
~ (81 118)°

— Proposition 1.34

Pour toute matrice A € M, (R) et tous entiers naturels r et s,

Ar % As :Ar+s et (Ar)s — Ars.

ATTENTION!! Puisque la multiplication matricielle n’est pas commutative, les autres régles
usuelles sur les puissances dans R ne sont pas vraies dans M, (R).
Par exemple, en général (AB)* # A*B?.

01 0 1
Exemple 1.35 - On considere les matrices A = (1 0) etB= (_1 0)~

Calculer (AB)? et A*B? puis conclure. Les matrices AB et BA sont-elles égales?

Je commence par calculer les deux matrices demandées, en faisant le produit puis le carré pour I'une
et les carrés puis le produit pour I'autre :

(0 1) (0 1) (-1 0 , (-1 0) (-1 0} (1 0
AB_(I O)X(—l 0)_(0 1) Lot _(0 1)X(0 1)_(0 1)'
o, (01} (0 1) (10 , (0 1) (0 1) (-1 0

22 (1 0) (-1 0) (-1 ©
donc AB_(O R P[] P
De ca, je déduis que (AB)? # A*B>. Enfin, si je suppose par 'absurde que AB = BA, alors

(AB)?> = (AB) x (AB) = ABAB=Ax (BA)x B= Ax (AB) x B= AABB = (AA) x (BB) = A>B>.

C’est absurde puisque je viens de montrer que cette égalité est fausse.
Ainsi je conclus que mon hypothése de départ est erronée, donc que AB # BA.
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Exemple 1.36 — Calculer la puissance n-iéme de chacune des matrices suivantes :

2 0 0 2
a=f 0) w 5=t )

Je commence par calculer A® et A% puis conjecture une formule pour A” :

2 0) (2 0) (4 0 , 4 00 (2 0) (8 0
2 _ o 3 _ A2 o _
A‘(o —1)X(0 —1)_(0 1) ero A XA_(O 1)X(0 —1)_(0 —1)'

Il me semble donc que I'expression de A” est donnée pour tout n € N* par

[o )
A= .
0 (_l)n

Ce résultat est facilement démontrable par récurrence et c’est I'objet du prochain paragraphe.

J’adopte la méme démarche pour calculer B" :

0 2 (02 (0 0
82—8 B = _ _
R _(o O)X(O o)_(o 0)_02'

Deslors, B®=B?>xB= 0, x B=0, etdelaméme maniére pour tout n > 2,

Bn _ BZ % anZ _ 02 x anZ _ 02'

2 - Cas d’'une matrice diagonale

— Proposition 1.37
d 0 - 0
. 0 dg N . .
SoitD=| une matrice diagonale de M ,,(R). Alors pour tout k € N,
0 0 d,
dr 0
k
pk=| 0 @
P
0 - 0 df

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence sur k € N, dans le cas d'une matrice de taille n = 3.

a o o
Enoncé: On note Py lapropriété: D¥=|0 df o
0 0 df
a o o 1 00
Initialisation: Pour k=0, D=1 et 0 dg 0]=(0 1 0]|=1Is. Ainsi Py est vraie.
0o o d)) \o 01
Hérédité: Soit k > 0. On suppose que Py est vraie et on montre que Py I'est aussi.
a< o o
Par hypothese de récurrence, on saitque Df =] 0 df 0

0 0 af

10
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Alors 4
a o o d 0 0 et o 0
D¥*'=pFxD=[0 df¥ o|x[0 & o|=| 0 df' o

0 o0 df 0 0 ds 0 0 akt
Finalement Py, est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion: Comme la propriété est vraie pour k = 0 et est héréditaire, alors par principe de récurrence,
P est vraie pour tout k > 0, i.e.

a o o
vkeN, D=0 d¥ o
0 0 df
O
3 0 O
Exemple 1.38 — Calculer pour tout 7 € N* la puissance n-iéme de la matrice A= |0 -1 0].
0 0 4

Comme la matrice A est diagonale, il suffit d’élever a la puissance n chaque coefficient diagonal.
Ainsi

3" 0 0
vneN*, A"=10 (-D" 0
0 0 4"

— Proposition 1.39

Soit une matrice carrée A€ M, (R). S’il existe trois matrices P € M,(R), Q € M, (R)

d 0 - 0
0 dg .
etD= € M, (R) diagonale telles que A= PDQ et PQ=QP =1,,
Lo
0 -~ 0 d,
alors pour tout entier k € N, r
d 0 0
k k 0 df
A*=PD*Q =P x 2 x Q.
' 0
0 0o dt
Exemple 1.40 — On considere les matrices suivantes :
-1 0 O 1 0 0 0
A=|-8 0 -8, P=]10 1 -1| et Q= 1
9 0 8 -1 0 1 0
1. Calculer PQ et QP.
J' effectue les produits matriciels :
1 0 O 1 0 0 1 0 0 1 0 O
PQ=]10 1 —-1|x|1 1 1|=(1-1 1 1-1}=(0 1 0|=1I
-1 0 1 1 0 1 -1+1 O 1 0 0 1
1 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 O
QP=|1 1 1|x{0 1 -1|=|1-1 1 —-1+4+1|=|0 1 O0|=1I3
1 0 1 -1 0 1 1-1 O 1 0 0 1

11
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2. On définit la matrice D = QAP. Calculer D.

J’effectue les produits matriciels :

1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0
QA=|1 1 1|x|-8 0 -8|=|-1-8+9 0 -8+8|=]0 O
1 01 9 0 8 =149 O 8 8 0
-1 0 0 1 0 -1 0 0 -1 0 0
D=QAxP=(0 O0 O|x|0 1 —-1|=f O 0 O|=10 O 0)
8 0 8 -1 0 1 8-8 0 8 0 0 8

3. En utilisant que D = QAP, en déduire que A= PDQ.

Je sais que D = QAP. Ainsi en multipliant a gauche par P et a droite par Q,

PxDxQ=PxQAPxQ=PQ xAx PQ=ILxAxI[3=A.
=13 =I3
J’ai bien montré que A= PDQ.

. Calculer D" pour tout n € N.
Comme la matrice D est diagonale, alors pour tout entier n € N,

D" 0 o0 -D" 0 0
D" = 0 0" o0 |= 0 0 O
0 0 8" 0 o 8"

. Montrer par récurrence que pour tout neN, A" =PD"Q.
Enoncé: Je note P, la propriété: A" = PD"Q.
Initialisation: Pourn=0, A’=1I; et PDOQ =PI5Q=PQ=1Is.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que Py, est vraie et je montre que P, 4+ 'est aussi.
An+1 — An % A

avec A= PDQ, et par hypothése de récurrence je sais que A” = PD"Q.
Donc

A"l = A" x A= PD"Q x PDQ = PD"(QP)DQ = PD"IsDQ = PD"DQ = PD""'QQ.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe de

récurrence, P, est vraie pour tout n >0, i.e.

VneN, A"=PD"Q.

. Calculer A" pour tout entier n € N.

Je sais désormais que A" = PD"Q et je connais I’expression des trois matrices P, D" et Q.

J effectue alors les produits matriciels :

1 0 O D" 0 o0 D" 0 0
PD"=(0 1 -1|x| o0 0 0|= 0 0 -8"
-1 0 1 0 0 8" -=D" o 8"
D" 0 o0 1 00 (=1)* 0 0
A"=PD"xQ = 0 0 -8"|x|1 1 1|= -8 0o -8"].
—-(-D" 0 8" 1 0 1 8"—(-D" o 8"

12



Mathématiques 2024/25 Ch. 1- Matrices

ECT2

3 - Formule du binome de Newton

I Définition 1.41 — Soient A et B deux matrices de M ,,(R). On dit que A et B commutent si AB = BA.

— Proposition 1.42 - Formule du bindme de Newton

Soient A et B deux matrices de M, (R) telles que A et B commutent (i.e. AB = BA).
Alors pour tout p € N*,

’IZ Akprk = ¥

k=0

14
A+BP =Y Z APk Bk,

k=0

Remarque 1.43 - La formule du bin6me de Newton sert a calculer les puissances d'une matrice a condition
que I'on puisse écrire celle-ci comme la somme de deux matrices qui commutent et dont on sait expliciter
les puissances. Le cas le plus fréquent est celui pour lequel la matrice considérée est la somme d'une matrice
diagonale et d’'une matrice dont les puissances sont nulles a partir d'un certain rang, et qui commutent.

L1 . (11 (1 0 (01
Exemple 1.44 — On considere les matrices A—(O 1), D—(O 1) et J —(0 0).

1. Justifierque A=D +J.

1 0 0 1 1 1
Je calcule D + J : D+]( )+( )( )/\. J’ai bien montré que A=D + J.

0 1 0 O

2. Calculer ]2 . En déduire J” pour tout n > 2.

> (0 1 ()1_0()_'
Je calcule J©: ] _]x]_(o 0)><(0 0)_(0 0)—02.

Des lors pourtout n>2, J"= P xJ"2=0,x J"?=0,.

3. Calculer D" pour tout n € N.

0 1

1" 0 1 0
Comme la matrice D est diagonale, alors pour tout neN, D" = ( 0 1”) = (0 1).

4. ATlaide de la formule du binéme de Newton, montrer que pour tout 7 € N*,

n
A"=D"+ (I)D"_IJ.

Tout d’abord, comme les matrices D et J commutent (D = L), je peux appliquer la formule du

bindme de Newton a la matrice A= D+ J. Alors pour tout n €N,

A" = (D+/)11 _ Z (”)D”k]k.

=0\ K

Puis dans cette somme, le terme d’indice k est nul des lors que k > 2, d’apres la question 2..

Enfin puisque

n 0
0 =1let]J =1, alors

n n 70 n n—1 71 = n n—k rk n n n—1
o[ | > L[PTHE =D D

k=2 \%

A” —

=0, car J¥=0, pour k>2

5. En déduire I'expression de A" pour tout n € N.

Pour tout n € N,

n
) =n donc
1

n_mn o (Plan-1, (1 0y (1 O 0 1) (1 O 0 n\ (1 n
A_D+(1)D ]_(01+'”01X0 o/=lo 1)7lo o/7lo 1/

13
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