Mathématiques ECT1 CORRIGE 06/06/2025

CONCOURS BLANC 2 |

Exercice 1 - [extrait de BSB 2021 / Ex2]

1. J’étudie le signe de x> + x+ 1 pour x € R. Il s’agit d’'un polynome de degré 2. Son discriminant
vaut A=1°-4x1x1=1-4= -3 < 0. Comme le discriminant est strictement négatif, le
polyndme n'admet pas de racine et son signe est constant. Comme a = 1 > 0, j’en déduis
que

VxeR, P+x+1>0.

2. Jesaisque lim In(x) = +oo.
X—+00

Alors comme lim x*+x+1= lim x*= +oo et que lim ¥+x+1= lim x*=+oo,
x—+ X—+00 X——00 X——00

j’en déduis par composition que

xgg_lwf(x) =400 et xgglwf(x) = +o00.

1 1
3. Je calcule f (_E)’ en remplacant x par -3 dans 'expression de f(x) :

2
A3l o3l
2 2 2 4 2 4
=1n(3) - In(4) =In(3) - In(2%) = In(3) - 2In(2).

1
Ainsi j’ai bien montré que f (_E) =In(3) - 2In(2).

4. a) Lafonction f estdelaforme f =In(u) avec u(x) = x> + x + 1.
Comme u'(x) = 2x + 1, alors

3 u'(x) _ 2x+1
Cux) x+x+1

f'(x)

b) Jobtiens les variations de f en étudiant le signe de f'(x). Je sais que le dénominateur
est strictement positif d’apres la question 1.. Je cherche le signe du numérateur :

1
2x+120 — 2x>-1 <— x}—i.

Je peux donc déduire le tableau de variation de f grace au tableau de signe de f’(x) :

1
X —00 —= +00
2
2x+1 - 0 +
2
X“+x+1 + +
f'(x) - 0 +

+00 +00

In(3) —2In(2)
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5. a) Jerésous f(x)=0:

f)=0 < ln(x2+x+1):0 — x+x+1=¢"=1 = x+x=0

— x(x+1)=0 <— x=0o0ux+1=0 <— x=0oux=-1.

J’ai bien montré que les deux seules solutions de I'équation f(x) =0 sont -1 et 0.

b) L'équation de la tangente a la courbe C au point d’abscisse a est donnée par la formule
y=Ff (@) x (x—a) + f(a). Icia=0doncl’équation de la tangente devient

y=f'(0) x (x—0)+ f(0).

. . / 2x0+1 1
Or f(0) = 0 puisque 0 est solutionde f(x)=0 et f(0)= Ziosl 1 1.
Donc la tangente au point d’abscisse 0 a pour équation

y=1x(x-0)+0, le. y=x.
De la méme maniere, pour a = —1, I'’équation de la tangente devient

y=f (=D x(x=(-1)+ f(-D.

-2+1 -1
Or f(~1) =0 puisque —1 est solutionde f(x)=0 et f'(-1)= a1 1° —1.
Donc la tangente au point d’abscisse —1 a pour équation
y=-1xx+1)+0, ie. y=-x-1
6. Voici I'allure de la courbe C et de ses tangentes :
C

3 4

2 4

1 4

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
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Exercice 2 - [extrait ’ECRICOME 2017 / Ex2]
Partie I - Tirages dans une urne

1. a) En considérant comme succes I’événement "piocher une boule noire", la variable aléa-
toire X compte le nombre de succes lors de la répétition successive de 400 expériences
de Bernoulli identiques et indépendantes. Donc X suit une loi binomiale de parameétres

n=400etp = 7 puisque une seule boule parmi les quatre boules de I'urne est noire.
En particulier, le support est donné par X (Q) = [[0,400] et pour tout k € X(Q),

R

400

P(X:k):( k

b) Comme X suit une loi binomiale, alors
1 3
E(X):np:400><é—1:100 et V(X):np(l—p):looxZ:ZSXS:75.

2. a) Lavariable aléatoire Z ne semble pas suivre un loi usuelle. En revanche, il s’agit d'une
variable aléatoire discréte finie puisque les valeurs possibles pour Z sont 1, 2, 3 et 4.
Alors le support est donné par Z(Q) = [1,4] et pour déterminer la loi de Z, il suffit de
calculer P(Z =1), P(Z =2), P(Z = 3) et P(Z =4), en utilisant la formule des probabilités
composées. ]'obtiens alors

1 3 1 1
P(Z=1=-, P(Z=2)=-x-=-,
4 4 3 4
3 2 1 1 3 2 1 1
P(Z=3)=—-x=-x=-=-, P(Z=4)=—-x=-x=-x1=—,
4 3 2 4 4 3 2 4
Alors apres calculs, je remarque que Z suit la loi uniforme sur [[1,4].
b) Comme Z suit une loi uniforme, alors
n+l 4+1 5 n -1 4*-1 15 5
E(Z) = =——=— et V()= = ===,
2 2 2 12 12 1 4

Partie II - Tirages dans une urne choisie au hasard

1. Lavariable aléatoire T compte le nombre de boules noires obtenues apres deux tirages.
Aucune, une ou deux boules noires peuvent avoir été piochées. Donc T(Q) = [[0,2].

2. Je note P I'événement "obtenir PILE", F I'événement "obtenir FACE" et pour tout k € [0, 2],
N I'événement "obtenir une boule noire au k-iéme tirage" et By 'événement "obtenir une
boule blanche au k-iéeme tirage". Alors d’apres la formule des probabilités totales, comme
les événements P et F forment un systéme complet d’événements,

P(T =0) = P(F) x Pp(B1 N By) + P(P) x Pp(B1 N By) L (1)2+1 (3)2 1, 9. 1
= = X X ==X |- — X |- = — _— = —,
L B2 PRI =570 2) 27 \a) " 8732 32
De méme,

P(T =2) = P(F) x Pp(Ny N Nz) + P(P) x Pp(Ny N Na) ! (1)2+1 (1)2 LI
= = X X ==X |—= - X | = = — _— = —,
e PRI =5712) 27 \a) "8 32 32

Et finalement

13 5 14 7
P(T=1)=1-P(T=0)-P(T=2)=1-"———=—=—.
32 32 32 16
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3. Comme il s’agit d’'une variable aléatoire discréete finie,

13 7 5 2x7+10 24 3
E(T)=0xP(T=0)+1xP(T=1)+2xP(T=2)=0x —+1x—42x —= ——— = — = —,
32 16 32 32 32 4
Sila variable aléatoire T suivait une loi binomiale B(n, p), comme T(Q) = [0, 2], alors néces-

sairement n serait égal a2. Dans ce cas, I'espérance serait £ = np =2p, ce qui force p = 3

3
Ainsi la seule loi binomiale possible serait B (2, g) Mais alors la probabilité P(T = 2) serait

3 9 5
égale a p* = (5) =1 ce qui n'est pas le cas puisque P(T =2) = 32"

J’en déduis donc que T ne suit pas une loi binomiale.

4. Je calcule puis compare les deux probabilités Pjr—1;(P) et Pi7=1)(F) :

P(Pm[T:l])_%x(iX%Jr%Xi)

P(T=1) %

Pir-y(P) =

Sl 5l
N W

Et donc

Proy(F)=1-Piey(P) =12 = =
(=0 (F) =1=Prr=y(P)=1-2=2.

Il est donc plus probable d’avoir obtenu FACE que PILE si une seule boule noire est piochée.
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Exercice 3 — [extrait de BSB 2023 / Ex1]

1. Jeremplace x par —1 dans 'expression de P(x) :
P =1~ (-D*-(-D+1=-1-1+1+1=0.

En effet, P s’annule bien en x = —1.

2. D’apres la question précédente, —1 est une racine du polynéme P.
Ainsi x — (—1) = x+ 1 est un diviseur de P(x), c’est-a-dire qu’il existe un polynéme de degré
3-1=2telque P(x)=(x+1)(ax*+bx+c). Jedéveloppe ce produit:

(x+ 1)(ax2 +bx+c)= ax>+bx*+cx+ax’* +bx+c=ax’+b+a)x*+(c+b)x+c.
Par identification des coefficients, comme ce produit est égal au polynome P(x), alors

a=1

a=1
IZ:Z::; e { b=-1-1=-2
c1 c=-1-(-2)=-1+2=1

Ainsi une factorisation de P(x) est donnée par
VxeR, P(x)=(x+1D(x*-2x+1).

3. D’apresla question 1., —1 estuneracine de P(x). Grace ala question précédente, je cherche
les racines de x* —2x + 1. Je reconnais une identité remarquable :

¥-2x+1=0 < (x—1)2:0 — x-1=0 < x=1.

Finalement P(x) admet bien deuxracines: -1 et 1.
4. Comme P(x) est un polynome, il me suffit d’étudier la limite du terme de plus haut degré :

lim P(x)= lim x®=+oc0 et lim P(x)= lim x%=-oo.
X—+00 X—+00 X——00 X——00
5. Pour étudier les variations de P, j’étudie le signe de sa dérivée. La fonction P est dérivable
comme fonction polynomiale et pour tout x e R, P'(x) =3x*—2x—1.
Je calcule le discriminant: A= (-2)2—4x3x(-=1)=4+12=16>0.
Donc P(x) a deux racines :
_—(-2)-V16 _2-4 -2 1 _2+4 6

X1 = —— et xp=——=-=1L
2x3 6 6 3 6 6

Comme a =3 >0, j’en déduis le tableau de signe de P'(x) et le tableau de variation de P :

1
3
P'(x) + 0 - 0 +
32 +00
P / 27 \ /
—00 0
1 1\3 1)\? 1 1 1 1 ~1-3+9+27 32
avecP|—=|=[-=| = |-=| =[-=]+1=———=4—-+1=——"" = "%
3 3 3 3 27 9 3 27 27
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6. Pour calculer I'intégrale I, il me faut cette fois une primitive de la fonction P.
Comme il s’agit d'une fonction polynomiale, jopére directement terme a terme :

1 1
I:f P(x)dx:f (xs—xz—x+1)dx:
-1 -1

14 13 12 —D* (=13 (=1)?
:( _____ +1)_(( 4) ( 3) L ( 2) +(—1))

1
7. Les tangentes horizontales se situent aux points d’abscisses —— et 1.

Voici le tracé de la courbe de P, avec en bleu l'aire de I'intégrale I :

% Cp
N
1
1 0 1 X
— 1 4

8. Je remplace x par 0 dans I'expression de f(x) :
fO)=(0*-2x0-1)e’=-1x1=-1.

Limage de 0 par f est —1.

9. Pour calculer les limites, je décompose le produit en deux facteurs :

lim x*-2x-1= lim x*=+oo

X—-+00 Yoreo Par produit, lim f(x)= +oo.
lim e* =+o00 X—+oo
X—+00

lim x*-2x—1= lim x*=+o0

e e Par croissances comparées, lim f(x)=0.
lim e"= 0 X——00
X——00

10. La fonction f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.
f estdela forme u x v, avec u(x) = x> -2x—1letv(x)=e".
Comme v/ (x) =2x—-2et V' (x) =e”, alors

) =t/ (0)vx) +u@v'(x) = 2x-2) xe* +(x* —2x - 1) xe* = (x* —3) e*.

6
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Alors comme I'exponentielle est toujours strictement positive,

fl)=0 <= (x2—3)ex:0 — x*-3=0 < x*=3
— x=V3 ou x=-V3.

11. Grace aux informations précédentes, je peux dresser le tableau de signe de f”(x)
et le tableau de variation de f :

X —00 -3 0 V3 +00
f'(x) + 0 - 0 +
f(=V3) oo
f B _1\ /
o 7(v3)

12. Gréace au tableau de variation, je sais que la fonction f est croissante sur ] — 00, —\/§]
etque lim f(x)=0. Alorsj'en déduis que f (- V3) est positif.
——00
De méme, comme la fonction f est décroissante sur [ — V3, \/5] etque f(0)=-1<0.
Alors j’en déduis que f (\/§) est négatif.

13. Léquation de la tangente a C au point d’abscisse —1 est y = f'(—1) x (x +1) + f(-1).
Je calcule ces deux valeurs :
2 2
fED=((=D*=2x(-D-1)e'=2e'== et f(-)=(-D*-3)e'=-2e"'=-=.
e e
Finalement |’équation de la tangente devient

2 x+1)+ 2 ] 2
=——x(x -, ie. =——X.
Y e e Y e
Lorsque x vaut 0, j'obtiens que y vaut aussi 0, ce qui confirme bien que cette tangente passe
par l'origine du repére.
14. a) Léquation d’'une tangente a Cy au point d’abscisse xq est y = £ (x0) x (x = x0) + f(x0).
Cette tangente passe par l'origine si et seulement cette équation est vérifiée lorsque
(x,)=(0,0), i.e.

0=f"(x0) x (0—x0) + f(x0) <= f(x0)—xof (x0) =0.
b) Enremplacant f(xo) et f'(xo) par leurs expressions dans 1'équation précédente, j obtiens

fxo)—xof (x0) =0 <= (x5-2x9—1)e™—xp(x5—3)e®=0
="' (xS—Zxo—l—(xg—Sxo))ex":O

— (—x3+x(2)+xo—1)ex°:0 < -—P(xg)e™=0.

Comme une exponentielle n’est jamais nulle, alors on retrouve bien que la tangente
passe par l'origine si et seulement si P(xp) = 0.

¢) Comme P n'admet que deux racines distinctes, alors il n’existe que deux abscisses pour
lesquelles la tangente en ce point passe par l'origine : en —1 (la tangente déterminée a la
question 15.) eten 1.
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Exercice 4 — [BSB 2021 / Ex3]

1.

a) La probabilité a, est la probabilité de I'’événement A,, a savoir que le joueur tire vers

la cible A. Or §'il tire de nouveau vers la cible A, c’est qu’il n’a pas réussi a atteindre le
secteur 1 la premieére fois. Comme il n'y a que deux secteurs sur la cible A, alors

1
a» = P(Ay) = —.
) (Az) >

De la méme maniere, b, est la probabilité de I'événement B, a savoir que le joueur tire
vers la cible B.  Or s'il tire cette fois vers la cible B, c’est qu’il a réussi a atteindre le sec-
teur 1 la premiere fois sur la cible A. Comme il n'y a que deux secteurs sur cette cible,
alors

1
by, = P(By) = >

b) Le deuxiéme lancer ne pouvant se faire que sur 'une des deux cibles A ou B, {43, B>}

forme un systeme complet d’événements et par la formule des probabilités totales,

by = P(B3) = P(A2Nn B3) + P(B2N B3) = P(Ay) x P, (B3) + P(Bp) x Pp, (B)
1 1 1 3 1 3 5

—X=—F+=X—-—==+4+—= .
2 2 2 4 4 8 8
Ainsi j’ai bien montré que

b—5
3= g

2. Je raisonne de maniere similaire a la question précédente.

3.

Si le joueur effectue un (n + 1)-ieme lancer, alors le n-ieme lancer a été tiré ou bien sur la
cible A, ou bien sur la cible B. Donc {A,, B,} forme un systéme complet d’événements et
par la formule des probabilités totales,

An+1=P(Aps1) = P(AnN Aps1) + P(Byn Aps1) = P(Ap) x Pa, (An+1) + P(By) x P, (An+1)

1
:anx§+bn><0:§an

bn+1=P(Bn+1) = P(An N Bys1) + P(BuN Byy1) = P(Ap) x Py, (Bus1) + P(By) x Pp, (Bn+1)
1 3 1 3

Ainsi j’ai bien montré que

3
Vn>1, a"H:Ea" et bn+1:2bn+—an.

a) Voici le script complété.

1. def calcul(n)

a=1

b=0

for k in range(1,n)
b=b*3/4+a/2
a=a/2

return a,b

N N
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b) Siles lignes 5. et 6. se retrouvent échangées, la variable a est mise a jour en premier et
contient la valeur a; au moment de mettre a jour la variable b par la valeur by.
C’est un probléeme puisque by dépend de aj_; et non pas de ay.

1 1
4. Je sais que a,+1 = Ean donc la suite (ay),>1 est une suite géométrique de raison g = 7
Son premier terme est a; = 1 et je peux donner sa forme explicite: pour tout n > 1,
1 n-1 1 n—-1
n-1
an, = ap x =1x|= == .
s (2) (2)

J’ai bien montré que

1 n-1

5. a) Comme v, =2""1b,+2, jesaisque
v =2""1h +2=1xb+2=1x0+2=2.

Aussi pour tout n > 1, en me servant des questions précédentes et du fait que

v, —2
v, =2"p,+2 = v,-2=2"1p, = %:bn,
alors je peux montrer que
n+1-1 n 3 1
3 x 2" 2" 3x2" y,-2 2" (1\*!
= b,+—a,+2= X +—x|= +2
4 2 4 2n-1 2 2
3x2x(v,—2) 2 3
=+ —42=—(v,—2)+1+2
4 2 2
3 3+3 3
=—v,— =—vy.
2" 2"
J’ai bien montré que
3
v1=2 et Vn>1, U;/H_l:EUn.
b) Je reconnais en (v,),>1 une suite géométrique, de raison q = 5 et de premier terme

v1 =2. Jepeuxalors donner sa forme explicite: pourtoutn>1,
n-1
vp=vix gt =2x (5) )
J’ai montré que
3 n-1
Vn>1, vn:Zx(E) .

. o Vp—2 nl
¢) Grace aux questions précédentes, je sais que b, = # et v,=2x (5) .

Alors il me suffit de combiner ces deux expressions pour obtenir que pour tout n > 1,
-1
va-2 2x(3)" -2 2 gl 31 o

b” = zn—l - zn—l = 2n—1 X 2n—1 - zn—l =2x 4n—1 - 2n—1'

J’ai ainsi bien montré que

3n-1 2

Vn>1, b,=2x a1 T
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6. Voici le script complété.

7.

a)

b)

c)

d)

1. import numpy.random as rd

2. cible='a'

3. n=0

4. while cible!='c'

5. n=n+1

6. if cible=='a'

7. secteur=rd.randint(1,3)
8. if secteur==

9. cible='b'

10. else :

11. secteur=rd.randint (1,5)
12. if secteur==

13. cible='c'

14. print(n)

Sile joueur se décourage au bout de deux lancers, la seule facon pour que celui-ci gagne
un lot est qu’il arrive a la cible C en deux lancers, c’est-a-dire qu'il atteigne le secteur 1

de la cible A au premier lancer, puis le secteur 1 de la cible B au deuxiéme lancer.

1 1 1
La probabilité ainsi obtenue est 3 X 175

1
J’ai bien montré que la probabilité pour un joueur donné de gagner un lot est de e

Les 20 joueurs représentent n = 20 répétitions d'une méme épreuve de Bernoulli de suc-

1
cés "Le joueur gagne un lot", de probabilité p = —. Ces répétitions sont identiques et

indépendantes et la variable aléatoire Y compte le nombre de succes. 1
La variable aléatoire Y suit donc une loi binomiale de parameétres n =20et p = —.
Le support de Y est donné par Y (Q) = [0,20] et pour tout k € [0,20],

. n r nok [20) 1 (7\3°k
P(Y‘k)‘(k)x’”“"’) (k)8_(8) -

Comme Y suit une loi binomiale, alors

E(Y) 20 L_5 t V() 1-p) S I
=np=20x—=- ¢ =n —pP)==—x—=—.
p 8 2 p P 2 8 16

La variable aléatoire Y compte le nombre de succes des joueurs, qui cotitent au forain 5€
de lot mais lui rapporte trois fois 1€ par fléchette lancée, soit un gain algébrique de —2€.
Cela laisse (20 — Y) échecs qui eux rapportent au forain 2€. En additionnant tout cela,
le gain total du forain est donné par

G=-2xY+2x((20-Y)=2(20-Y)-2Y.

Finalement, le gain moyen du forain correspond a I'espérance de G, i.e. par linéarité,
5 5
E(G)=E(220-Y)-2Y)=2(20—E(Y))-2E(Y) =2(20- 5| ~2%5=40-5-5=30.

Le forain gagne donc en moyenne 30€ pour 20 joueurs.

10



