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9 ‘ Compléments sur les suites

I- Propriétés éventuelles d’'une suite

1 - Suites monotones

Définition 9.1 — Soit (u,) ,en une suite réelle. On dit que

o (Un)nen est croissante lorsque o (Un)nen est décroissante lorsque
VnelN, u,<up, VnelN, u,>up+,
e (Uy)nen €St strictement croissante o (Uy)nen est strictement décroissante
lorsque lorsque
VneN, u,<up, VnelN, u,>up:,

La suite () nen est dite monotone (resp. strictement monotone) lorsqu’elle est croissante
ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Méthode 9.2 — Montrer qu'une suite est croissante ou décroissante
Pour établir qu'une suite est monotone, on peut :

1. Etudier le signe de la différence u,,,1 — u,. En effet, on sait que
(Un) nen €St Croissante < VneN, up1—up =0,
(Un) nen €St décroissante <—  VneN, uuy1—u, <O0.

. u
2. Comparer le quotient nl

et 1 lorsque tous les termes sont strictement positifs.
n
En effet, on sait que

. Un+1
(Uy) nen €St croissante < Vnel, >1,
Un
. . Un+1
(Un) nen €St décroissante «<— VnelN, —— <1,
Un

Exemple 9.3 -

1. Montrer que la suite (u,) ey définie par ug = 1 et pour tout entier n > 0, Uy = ui +u,+1
est strictement croissante.

n

2. Montrer que la suite (u,,) ,en+ définie pour tout 7 € N* par u, = ] est strictement croissante.
n
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Méthode 9.4 — Variations des suites usuelles

o Cas des suites arithmétiques.
Soit () nen Une suite arithmétique de raison r. Alors

Up+1=Up+T — Up+1—Up=T.

La monotonie de la suite dépend donc du signe de 7 :
> Sir>0,alors u,.1 — u, >0 et donc la suite (1) ,en €St strictement croissante.

> Sir<0,alors u,+1 — u, <0 et donc la suite (1) ,en €St strictement décroissante.

Si r <0, alors la suite (1) zen €St

Si r > 0, alors la suite (u;,) ,en €St croissante. L.
décroissante.
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o Cas des suites géométriques.
Soit (1) nen Une suite géométrique de raison g et de premier terme uyp. Alors

n n+l1 n n
Up=Uy*x g et Upr1—Up=Up*x (g —upxqg " =upxq- x(g-1).

La monotonie de la suite dépend des signes de ug, de g" et de (g —1).

1. Sig <0, alors g" est positif lorsque 7 est pair et négatif lorsque n est impair,
donc la suite n’est pas monotone. On parle de suite alternée.

2. Si g >0, alors la suite est monotone, croissante ou décroissante selon les cas :
> Siuy>0etqg>1,lasuite est croissante (les termes grandissent, dans le positif).
> Siug>0et0< g<1,lasuite est décroissante (les termes rapetissent, dans le positif).
> Siug<0etqg>1,lasuite est décroissante  (les termes grandissent, dans le négatif).
>

Siug<0et0<g<1,lasuite est croissante  (les termes rapetissent, dans le négatif).

up>0 ug <0
q>1 O0<gx<l1 q>1 O<g<l
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Exemple 9.5 - Déterminer le sens de variation des suites suivantes, définies par la donnée d’'un terme
initial et d'une relation de récurrence.
1. up=7 et VneN, uyi1=u,+4.
La suite (u,) ,en €st une suite arithmétique de raison r =4 > 0. Donc elle est croissante.
2. 11=-3 et VneN", v,.1 =50,
La suite (v;,) nen+ €st une suite géométrique de raison g =5 > 1 et de premier terme v; = -3 < 0.
Donc elle est décroissante.

2 - Suite majorée/minorée/bornée

Définition 9.6 — Soient (i) ,en Une suite réelle et m et M deux réels. On dit que

o (Un)nen €st majorée par M lorsque o (Un)nen €st minorée par m lorsque
VnelN, u,<M. VnelN, u,>m.

Enfin la suite (u,) ,en est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

La suite (1) nen €st majorée. La suite (u#,,) nen €St minorée. La suite (1) ,en €St bornée.
Un y=M Un Up y=M
o ° o o ° o o ¢ 1 < °
L] L ]
L]
° n
[ ]
L]
° ° . . © o o o °
[ ]
=m o
n v n .
y=m

Méthode 9.7 — Montrer qu'une suite est majorée/minorée/bornée

Pour montrer qu’'une suite est majorée, on opere de la méme fagcon que pour une fonction : on étudie
le signe de u,, — M pour tout n et on montre que u,, — M < 0.

De la méme maniere, on étudie le signe de u;, — m pour tout n et on montre que u, — m > 0 pour
prouver que la suite (1) ,en €St minorée par m.

3n?

Exemple 9.8 - Montrer que la suite (u;) ,en définie pour tout n € N par u, = P est majorée par 3.
n

Pour tout n e N, ’ '

. 3n? . 3n*-3(n*+1) -3
Up—3=— -3= : == .
" n%+1 n%+1 n%+1
Or -3 <0etn®+1>0donc )_ : <0. Autrementdit, u, —3<0 ie u,<3.

Donc la suite () ,en €st bien majorée par 3.



Mathématiques 2024/25 Ch. 9— Compléments sur les suites ECT1

II - Limite d’une suite réelle

1 — Limite finie

Définition 9.9 — Soit (1) ,en une suite définie sur N et £ un réel.

1. Dire que la suite () ,en admet pour limite le réel ¢ signifie que le terme u,, devient arbitraire-
ment proche du réel ¢ pourvu que 7 soit suffisamment grand. On écrit alors

lim wu,="¢.
n—+oo

2. Une suite qui admet pour limite un réel ¢ est dite convergente.

Un
[ ]

Graphiquement, la suite (u,) ,eny converge vers £ € R si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient aussi
tous les termes de la suite (u,),en @ partir d'un certain rang. La distance entre les termes de la suite et sa
limite tend a s’annuler, ce qui se traduit par le résultat suivant.

Proposition 9.10

La suite (1) ,en converge vers un réel ¢ si et seulement si lirP u,—¢=0.

n—

1
Exemple 9.11 - Montrer que la suite définie pour tout entier n > 1 par u, = 1— — tend vers 1 en +oo.
n

2 - Limite infinie

Définition 9.12 -

¢ On dit qu'une suite (1) ,en admet une limite égale a +oo quand 7 tend vers +oo sile terme 1,
prend des valeurs positives arbitrairement grandes, pourvu que # soit suffisamment grand.
On écrit alors

lim u, = +oco.
n—+oo

¢ On dit qu'une suite (u,) ,eny admet une limite égale a —oo quand 7 tend vers +oo si le terme u,
prend des valeurs négatives arbitrairement grandes, pourvu que 7 soit suffisamment grand.
On écrit alors

lim wu, = —oco.
n—-+oo

» Une suite qui admet une limite infinie est dite divergente.
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Graphiquement, la suite (u,)en tend vers +oo si tout intervalle ouvert de la forme ]a, +oo[ contient
tous les termes de la suite (#,,) ,en @ partir d'un certain rang.

tend vers +oo en +oo.

n
Exemple 9.13 - Montrer que la suite définie pour tout n > 0 par u, = —
n

Remarque 9.14 -

« Une suite peut ne pas admettre de limite. Par exemple la suite de terme général (—1)" prend alterna-
tivement les valeurs 1 et —1. Elle n’admet donc pas de limite. On parle 1a aussi de suite divergente.

« Enrevanche, si une suite converge vers un réel ¢ ou diverge vers +oo, alors cette limite est unique.

» Tous les résultats concernant les opérations sur les limites vus au Chapitre 7 concernant les fonctions
restent valables pour les suites.

— Proposition 9.15

Le tableau suivant donne la limite de g", si celle-ci existe, en fonction des valeurs de g :

qg>1 g=1 ge]-11] g<-1

lim q" +00 1 0 Pas de limite
n—+oo

Méthode 9.16 — Limites des suites usuelles

o Cas des suites arithmétiques.
Soit () nen une suite arithmétique de raison r. Alors

un+1:un+r et Un:u()‘l'nxr_

La limite de la suite (u,,) ,en dépend donc du signe de r.
1. Sir >0, alors la suite (1) ,en diverge vers +oo, i.e. nEIPw U, = +oo.
2. Sir <0, alors la suite (1) zen diverge vers —oco, i.e. ngl}_lm U; = —oo.
 Cas des suites géométriques.

Soit (1) nen Une suite géométrique de raison g et de premier terme ug. Alors

Upi1=qxU, et u,=uyxq".

Lexistence d'une limite pour la suite (u#,) ,eny dépend donc de la valeur de g.
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1. Si g < -1, alors la suite est alternée et n’admet pas de limite.
2. Si—-1< g <1,lasuite (1,) ey converge vers 0, ie. nl—l»Too u, =0.
3. Si g > 1, alors la suite est monotone donc elle admet une limite qui dépend cette fois du
signe de uy :
> Siug >0, la suite (1) nen diverge vers +oo, i.e. nl_l)IJIrloo Uy, = +oo.
> Siuyg <0, lasuite (1) nen diverge vers —oo, i.e. nlirfw U, = —00.

Les graphiques de la Méthode 9.4 montrent les différentes limites possibles dans le cas ot1 g > 0.

Exemple 9.17 — Déterminer les limites des suites suivantes, définies par récurrence.

1. up=7 et VnelN, upy =u,+4.

La suite (u,) ,en est arithmétique de raison r =4 >0. Donc lim u; = +oo.
n—+oo

2. v1=-3 et VneN*, v,y =5v,

La suite (v,,) nen= €st géométrique de raison g =5 > 1, de premier terme v; = -3 <0.
Donc lim v, = —oo.
n—+oo

III - Passage alalimite et relation d’ordre

1 - Théorémes de majoration/minoration

Théoréme 9.18
Soient (un) nen €t (V5) neny deux suites. On suppose que VreN, u, <vj,.

o Siles suites (i) nen €t (V5) neny convergent, alors

lim u,< lim v,.
n—+oo n—+oo

o Sila suite (1) nen diverge vers +oo, i.e. liIJIrl U, = +oo, alors la suite (v,) ,en diverge aussi et
n—

lim v, = +oo.
n—+oo

o Sila suite (v) yen diverge vers —oo, i.e. liIP v, =—oo, alorsla suite (1) en diverge aussi et
n—+oo

lim u;, = —oo.
n—+oo

Exemple 9.19 — Calculer la limite de la suite (v,) ,en définie pour tout n e N par v, = (2 + (—1)") n.
La difficulté se situe au niveau du (—1)”. Mais je sais que —1 < (-1)" <1, donc que 1 < 2+(-1)" <3.
En particulier pour tout n € N,

n< (240" n=vp,.

Comme lim 7= +oo, alors je peux en déduire que
n—+oo

lim v, =+oo.
n—+oo
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2— Théoreme d’encadrement

—— Théoréme 9.20 — Théoréeme des gendarmes

Soient (un) neN, (Vn) nen €t (Wy) nen trois suites tellesque VnelN, u, <v, < wy,.
Si lim wu,= lim w;,=2/¢, alorslasuite (v;),en cOnverge et
n—+oo n—+oo

lim v, ="¢.
n—+oo

- . P 1
Exemple 9.21 — Calculer la limite de la suite (i) ,en définie pour tout n € N par u,, = m
n-+(—

Un
T, .
' e R ekt

> P e — o -3

L T /\’\/A/rk et

/ n

(Le graphe n'est pas celui de la suite (up) mais est plus visuel.)

3- Fonctions monotones

— Théoréme 9.22 — Théoréme de la limite monotone

 Si (1) nen €St UNe suite croissante et majorée, alors (i) nen CcONverge.

¢ Si (upn)nen est une suite décroissante et minorée, alors (u,,) ,en converge.

— Corollaire 9.23

En conséquence du théoréeme de limite monotone,
¢ Si (1) nen €St Une suite croissante qui n'est pas majorée, alors (u,) zen diverge vers +oo.

 Si (1) nen €St une suite décroissante qui n’est pas minorée, alors (u,) ,en diverge vers —oo.

'O Méthode 9.24 — Etudier la convergence d’'une suite de la forme u,,, = f(u,)
‘Q‘ Pour étudier la convergence d'une suite définie par une relation du type u,+1 = f(u,) :

1. On commence par étudier la monotonie de (u,) zen €n utilisant la Méthode 9.2.
2. On montre que (i) zen €St majorée ou minorée en utilisant la Méthode 9.7.
3. On applique le théoreme de la limite monotone (Théoréme 9.22) :

o Si (1) nen st croissante et majorée, alors elle converge.

o Si (1) nen est décroissante et minorée, alors elle converge.

4. Enfin, pour déterminer la limite ¢, on utilise le fait que ¢ = liIP Up = lirP Up+1 pour obtenir
n—+oo n—+oo
une équation du type f(¢) = ¢ que I'on résout ensuite pour trouver ¢.

Les différentes étapes de cette étude sont le plus souvent guidées par les questions de I’énoncé.
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Exemple 9.25 — Soit (u,,) ,en la suite définie pour tout entier naturel n par

1 2

1. Etudier les variations de la suite (i) en-
Je calcule la différence entre deux termes consécutifs. Pour tout entier n € N,

2 2
Up+1— Up = Up— Uy — Up = —U, <0,

puisque tout carré est positif. Ainsi la suite () ,en €St décroissante.
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0< u, <1.

Enoncé: Je note P, la propriété: 0< u, <1.
1 1
Initialisation: Pour n =0, ug= 5 et 0< 5 < 1. Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soitn > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypotheése de récurrence, je sais que 0 < u, < 1.
Or upy1=u,— ufl =u,(1—uy). Etpuisque0<u, <1, alors0<1—u,<1.
Donc par produit,
0=0x0<u,(1-—u,) <lxl=1.
<

Finalement j’ai montré que 0 < u;;+]
et que la propriété est héréditaire.

1, cest-a-dire que P, est vraie

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire, alors par principe de
récurrence, P, est vraie pour tout n >0, i.e.

vneN, 0<u,<l.

3. En déduire que la suite (1) ,en cOnverge.

La suite (u,) sen est décroissante d’apres la question 1. et minorée par 0 d’apres la question 2..
Donc grace au théoréme de la limite monotone, j’en déduis que la suite (u;,) ,en converge.

4. Déterminer sa limite ¢.
En notant ¢ cette limite, je saisque lim u,=¢ et lim wupi=2¢.
n—+oo n—+oo

Puisque u,+1 = uy, — ufl, en faisant tendre n vers I'infini et en passant a la limite, j’obtiens que
(=0-0? — =0 < ¢=0.

Ainsi lim u,=¢=0.
n—+o00
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