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Limites et continuité

Notions de limite

1 - Illustration

« Soit f la fonction définie par

VxeR, f(x)=x%

On étudie les valeurs de f(x) lorsque x se rapproche de 0.

X -1 -0.5 -0.1 -0.01 0 0.01 0.1 0.5 1
fx)

On constate que plus x se rapproche de 0, plus x? se rapproche de 0.
On dit que x? tend vers 0 lorsque x tend vers 0 et on note

lim x*> = 0.
x—0

Soit f la fonction définie par
* 1
VxeR™, f(.X) = ;

On étudie les valeurs de f(x) lorsque x se rapproche de 0.

X -1 -0.5 -0.1 -0.01 0.01 0.1 0.5 1
fx)

1
On constate que plus x se rapproche de 0, plus =2 devient "grand".

) 1
On dit que —; tend vers +oo lorsque x tend vers 0 et on note
X

Soit f la fonction définie par
* 1
VxeR™, f(X) = ;

On étudie les valeurs de f(x) lorsque x devient "grand".

X 1 5 10 100
fx)

1
On constate que plus x devient "grand", plus — se rapproche de 0.
X

1
On dit que —; tend vers 0 lorsque x tend vers +oo et on note
X
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2 - Limite finie en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle com- y
prenant un voisinage d’'un réel a.
On dit que f admet ¢ pour limite en a lorsque f(x)
devient aussi proche que I'on veut de ¢, pourvu que /
I'on choisisse x suffisamment proche de a.
On note alors

lim f(0) =¢.

Exemple 7.1 - Soit f lafonction définie sur | -2,4[ par f(x) = x*+3x~5. Calculer les limites suivantes.

o lim f(x) e lim f(x) e lim f(x)
x—0 F==0 x—4

3 - Limite a gauche et a droite en un point

Pour certaines fonctions, il peut étre utile de distinguer le comportement en un point a, selon que 'on
s’approche de a exclusivement par la gauche, par valeurs inférieures,i.e. pour des abscisses x < a, ou exclu-
sivement par la droite, par valeurs supérieures, i.e. pour des abscisses x > a.

Soit f une fonction définie sur un intervalle / contenant a.

« Silorsque x se rapproche de a par valeurs in-
férieures, f(x) se rapproche de ¢, on dit que f
admet ¢ pour limite a gauche en a et on note

xlggff(x) =¢ ou )lcg?lf(x) =/.
¢ Silorsque x se rapproche de a par valeurs su-

périeures, f(x) se rapproche de ¢', on dit que
f admet ¢’ pour limite a droite en a et on note

lim f(x)=¢" ou lim f(x)=¢".
x—a* x—a

xX>a

4 - Limite infinie en un point

Une fonction f peut également avoir une limite infinie en un point fini,i.e. prendre des valeurs positives
ou négatives aussi grande que I'on veut.
Plus précisément, pour une fonction f, on dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a, si f(x) peut
prendre des valeurs positives aussi grandes que 1'on veut, pourvu que ’on choisisse x suffisamment proche
de a. On note alors
)1611131 f(x) =+o0.

De méme, on dit que f(x) tend vers —oo lorsque x tend vers a, si f(x) peut prendre des valeurs négatives
aussi grandes que I'on veut, pourvu que 'on choisisse x suffisamment proche de a. On note alors

lim f(x) = —o0.
x—-uf( ) *©
Si la fonction n’est définie qu’a gauche de a (resp. qu’'a droite de a), on note de maniére similaire

lim f(x) =200 (resp. lim_f(x) = +o0).



Mathématiques 2024/25 Ch. 7- Limites et continuité ECT1

Limite "a droite" de a : Limite "a gauche" de a :

0 a<—x N X
lim f(x) =+oc0
x—at
y
a«—x
0 : X X
fx |

lim f(x)=-oc0
x—a't

5— Limite finie en I'infini

Lorsqu’'une fonction f est définie au voisinage de +oco ou de —oo, on peut s’intéresser au comportement
de f(x) lorsque x devient trés grand, dans les positifs ou dans les négatifs. Soit f : [a, +oo[ — R.
On dit que f admet ¢ pour limite en +oco lorsque f(x) devient aussi proche que I'on veut de ¢, pourvu que
I'on choisisse x suffisamment grand. On note alors

Jim f=¢.

Il en va de méme pour définir xlim flx)=2¢.
——00

thP fx)=¢: f(x)estaussiproche quel'on veut de ¢ a condition de choisir x suffisamment grand.
—+00
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6— Limite infinie en I'infini

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A, +oo[, ol A est un réel quelconque.

1. Dire que la fonction f a pour limite +co en +oo signifie que f(x) prend des valeurs positives aussi
grandes que I'on veut, pourvu que I'on choisisse x suffisamment grand. On note

xEIP@f(x) = +00.

2. Dire que la fonction f a pour limite —oo en +oo signifie que f(x) prend des valeurs négatives aussi
grandes que I'on veut, pourvu que I'on choisisse x suffisamment grand. On note

Jim =0

y

RLWEEES

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme | — oo, A|, ol A est un réel quelconque.

1. Dire que la fonction f a pour limite +co en —oo signifie que f(x) prend des valeurs positives aussi
grandes que I'on veut, pourvu que I'on choisisse x négatif suffisamment grand. On note

xgglmf(x) = +00.

2. Dire que la fonction f a pour limite —oco en —oco signifie que f(x) prend des valeurs négatives aussi
grandes que I'on veut, pourvu que I'on choisisse x négatif suffisamment grand. On note

xlirpmf(x) = —00.

xErpmf(x) =+o00 xgrpmf(x) =—00
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II1- Calculs de limites

1 — Limites des fonctions usuelles

) . Limite Limite Limite
Fonction Définie sur Courbe
en —oo en0 en +oo
y
xX—c
R c c
ceR ¢
_
X
y
n
X— X f
.. R +00 0 +00
neN" pair
X
y L
n
X— X
3 . [R —00 0 +OC)
neN" impair X
y
NON
X— VX R . 0 +
v * DEFINIE -
X
1 lim =+o00
X — % . x—0~ N
xn R 0 0
* .
neN” pair lim =+o0
= | @@= x—07
X
y
1 lim =-oo
X +— — % -~ x—0~ +
" R — 0 0
% . .
n€N* impair \ lim = +0o0
x—07*
Exemple 7.2 — Calculer les limites suivantes.
e lim x*=-oo e lim x*=+00
X——00 X—+00
e lim — =+c0 e lim — =
x—0- X2 x—-00 x3
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2— Limite d’'une somme de deux fonctions

Ce tableau récapitule I'ensemble des cas possibles pour la limite d'une somme de deux fonctions u et v
selon les limites de ces deux fonctions.
lim u(x) + v(x) =
X—a

lim v(x)
roa /' eR +00 -0
lim u(x)
x—a
leR 0+ +00 —00
+00 +00 +00 EI
—00 —00 EI —00

Exemple 7.3 — Calculer les limites suivantes.

1
o lim x*+-—

X—+00 X
lim x% = +oo
X—+00 . , 1
1 Par somme, lim x“+ — = +o0.
hm R 0+ X—+00 X
X—+00 X

. 2
e lim 2x——
X

x—0*
lim 2x= 0"
x—0* ) i 2
2 Par somme, lim 2x—— = —oo0.
lim —— = -0 x—0* X
=0t X

3 - Limite d’'un produit de deux fonctions

Ce tableau récapitule I’ensemble des cas possibles pour la limite d'un produit de deux fonctions u et v
selon les limites de ces deux fonctions.
lim u(x) x v(x) =
X—a

lim v(x)
o 0 eR” 0 +00
lim u(x)
x—a
leR” ox ¢ 0 +o00
0 0 0 EI
+o00 +00 EI +00

Lorsque la limite du produit est infinie, c’est la régle des signes du produit qui permet de déterminer le
résultat entre +oo et —oo.
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Exemple 7.4 — Calculer les limites suivantes.

. 1
e lim 2x+1)x —
x—0* X

lim 2x+1= 1 .
x—0°
' 1 Par produit, lim 2x+1) x — = +o0.
Iim — =+00 x—0* X
x—0" X

e lim (-2x+1)vx
X—+00

lim -2x+1=-0c0
S Par produit, lim (-2x+1)y/x=—oo0.

IHP X =+00 xX—+00
X—+00

4 - Limite d’'un quotient de deux fonctions
Ce tableau récapitule I'ensemble des cas possibles pour la limite d'un quotient de deux fonctions u et v

selon les limites de ces deux fonctions.
; u(x)
x—a p(x) -
lim v(x)
e ! eR* 0 +00
lim u(x)
X—a
¢
%
leR 7 +00 0
0 0 EI 0
+o00 +oo +oo EI

Lorsque la limite du quotient est infinie, c’est la régle des signes du quotient qui permet de déterminer le

résultat entre +oo et —oo.

Exemple 7.5 - Calculer les limites suivantes.

. 2x-1
e lim
x—2t x—2
x-hjgzx_]: . . . 2x-1
s " Par quotient, lim — = +00.
lim x-2=0 x—2+ Xx—2
x—2t
e lim
x—1"—x+1
]1m7] =1 1
. o " Par quotient, lim = +00.
im —x+1=0 x—1" —x+1
X—
e lim 5
x——00 x=+1
lim 1= 1 1
) 'H;OO Par quotient, lim — -0,
lim x“+1=+o00 x—-00 x= +1
X——00
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e lim ——= =
x—3~ x*—5x+6

lim x= 3

x—3

) 9 ¢ Parquotient, lim —; =
lim x*-5x+6=0 x—3~ x*—5x+6

x—3

5- Composition de limites

— Théoréme 7.6 — Composition de limites

Soient f et g deux fonctions et a, b et ¢ des valeurs réelles ou +oo.

Si ;Er}lf(x) =b etque )lg_rflbg(X) =c, alors )lcl_I}}lgOf(x) =c.

Exemple 7.7 — Calculer les limites suivantes.

1
e lim (/—+4
x—+oo | x

. 1
lim —+4=4 1
X—too x Par composition, lim // —+4=2.
lim VX =2 X—too VX
X—4
(1)
e lim |—+x
x—0t\ X
" ,
lim —+x=+oc0 1 2
x—0" X , Par composition, lim [—+ x| = -+oo.
lim X°=+o0 R
X—+o00

6 - Limites de fonctions polynomes ou rationnelles en +oo

— Théoréme 7.8

La limite d'une fonction polynomiale en +oo est égale a la limite de son terme de plus haut degré.

Exemple 7.9 — Calculer les limites suivantes.

e lim x*—4x+3= lim x*=+oo e lim x*-5x*-3= lim x®=-o00
X—+00 X—+00 X——00 X——00
— Théoréme 7.10

La limite d’'une fonction rationnelle en oo est égale a la limite du quotient du terme de plus haut
degré du numérateur par le terme de plus haut degré du dénominateur.

Exemple 7.11 — Calculer les limites suivantes.

. X% +2x-3 . x2 . n
e lim ——=Ilim —= lim —=0
x—400 x3+2x—1 x—4oox3 x—+oox
L =2x%+1 o —2x? ) )
e lim — = lim = lim —-2x=+o0
X—-00 X— X——-00 X X——00
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Méthode 7.12 — Lever une indétermination

Il est avant tout important de bien connaitre toutes les formes indéterminées pour savoir les identifier :

"+o00—-00", "oox0", — .
0 0o

Lorsque I'on rencontre une forme indéterminée, on peut distinguer deux cas :
« Sion doit calculer la limite d'un polynéme ou d’une fraction rationnelle en +oo,
alors il suffit de se référer aux théoremes précédents.
« Sinon, il faut chercher a réécrire la fonction dont on veut calculer la limite,
de maniere a ne plus avoir de forme indéterminée.

1

1
Exemple 7.13 - Calculer lim 1+ — - —.
x—0* X X

Iiml= 1
x—07*
. 1
Jmol . =+00 J’obtiens une forme indéterminée du type "+oco —c0".
) 1
lim —— =-
x—0 X

Je cherche donc a réécrire 'expression 1 + — — —.  Je mets tout au méme dénominateur :
X X

1 1 x x 1 x*+x-1

] + —— — = "5 + — & = G
x x> x> x* x x?
. 2 e )
\‘lu}){,\ +x—-1=-1 ' o xP4x-1
! . 9 Par quotient, lim ——— = —oo.
lim x“=0 x—07F X
x—0"*
Finalement j'ai montré que
) 1
lim 1+ ——-— =—oo0.
x—0 X X

III- Asymptotes et branches infinies

1 - Asymptotes

Définition 7.14 — Soit a un réel. Si xlirglﬁ f(x) =xcoet/ouque lim f(x)= +oo, alors la droite
— x_,a+

d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f en a.

X
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Définition 7.15 - Soit ¢ un réel. Si thP f(x) = ¢ (resp. si xlim f(x) = ¢), alors la droite d’équation
— +00 ——00
y = ¢ est asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction f en +oo (resp. —o0o).

AN

\\ *

Définition 7.16 — Soient f une fonction définie sur un intervalle de borne +oo ou —oco et D une droite
d’équation y = ax + b.

Si lim (f(x)-(ax+b) =0 (resp. lim (f(x) - (ax+ b)) = 0), on dit alors que la droite d’équation
¥y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe représentative de la fonction f en +oo (resp. —00).

y y=ax+b ." \/\ y=ax+b y /?\

x \—\ ¥

‘)Q/ X y=ax+b x y=ax+b
. . e 3 5x—1
Exemple 7.17 — Soit f la fonction définie sur |—oco,——| U [—=,+oco| par f(x) = .
2 2 2x+3

Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et en déduire les équations de ses
éventuelles asymptotes.

Je commence par étudier les limites en +oco et en —oco. D’apres le théoreme 7.10,
Big= 1l 5x 5

lim = lim — = lim - =
x—+o002x+3 x—4+002x x—+o02

. 5x—-1 5
et lim =—.
x—-002x+3 2

\SR &) |

=

Ainsi la droite d’équation y = 5 est asymptote horizontale a la courbe C¢ en +oo et en —oo.

J’étudie maintenant les limites en e :

. 17
lim 5x—1=—-—— ;
x—-3" 2 . - S5x—1
o2 - Par quotient, lim - — =
lim 2x+3= 0 x—-3"2x+3
==
. 17
lim 5,\'71:7? o
7 ) 5x—
- N Par quotient, lim = —00
lim 2x+3= 0 x—-32x+3
-\’ﬂ*{ X 7%
Ainsi la droite d’équation x = = est asymptote verticale a la courbe Cy.

10
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Méthode 7.18 — Montrer qu'une droite est asymptote oblique a une courbe
Pour montrer que la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe Cy :
1. On calcule I'écart f(x) — y entre la courbe de la fonction et la droite.

2. On montre que cet écart tend vers 0, i.e. HIP fx)—y=0.
X— 00

2x2+7x+4

x+3
On note Cy la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormeé.

Montrer que la droite d’équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe Cr en +oo.

Exemple 7.19 - On considere f la fonction définie sur R\ {-3} par f(x) =

Méthode 7.20 — Tracer une courbe a partir du tableau de variation
Pour tracer une courbe a partir du tableau de variation :

1. On commence par tracer les asymptotes (verticales, horizontales, obliques).
2. On place les points de la courbe dont on connait les coordonnées.

3. On trace la courbe en respectant les asymptotes, les variations de la fonction et en passant par
les points précédemment placés.

Exemple 7.21 — Tracer la courbe de la fonction f dont le tableau de variation est donné ci-dessous.

X —0o0 -3 -2 -1 +00
-2 +00 4
-5 —00 1
o D’apres le tableau de variation, il y a deux 617
asymptotes horizontales : I'une d’équation
¥y = —2 en —oo et 'autre d’équation y = 1 41

en +oo. Par ailleurs, il y a une asymptote

verticale d’équation x = —2.

Je commence donc par tracer les droites

d’équations y=-2, y=1let x=-2. -6 -4 42 | 2 4 6 X
_4 L

11
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o Toujours d’apres le tableau de variation, la Vi
courbe passe par les points de coordonnées
(—3,-5) et (—1,4). Je place donc ces points e -+ 4
sur le graphique. T

¢ Il ne me reste plus qu’a tracer la courbe, en Y1
respectant les asymptotes et les variations,
et en passant par les points que je viens de

placer. '
N

IV- Continuité

1- Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Intuitivement, dire que f est continue sur I signifie

que sa courbe représentative peut étre tracée en un seul morceau (la courbe ne présente aucun saut, aucun
trou). Mathématiquement, cela se traduit de la maniere suivante :

Définition 7.22 - Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I.

o Lafonction f est dite continue en a lorsque
lim f(x)=f(a)= lim f(x).
x—a x—at

Sinon f est dite discontinue en a.

» f estdite continue sur 'intervalle I lorsqu’elle est continue en tout point a € I.

Exemple 7.23 — Soit f la fonction définie sur R par

-x six<O0,
ﬂm={2 N
X six>0.

Etudier la continuité de f en 0.

12
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Exemple 7.24 - Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel de I.
On note Cy la courbe représentative de la fonction f et Ale point de la courbe Cy d’abscisse a.
Pour tout réel x de I'intervalle I, on considere le point M de la courbe Cy d’abscisse x.

y y

f) |- M [165) FEEEEY Suu——— M
| A |

fla) ‘ l
! . A
i (@ ‘
xa N xa x

¢ Cr
La fonction f est continue. La fonction f n’est pas continue en a.

Pour tout réel a de I, on peut rendre f(x) aussi Icila courbe C présente un saut au point d’abs-
proche que I'on veut de f(a), pourvu que x soit cisse a. Le point M n’est pas proche du point A
suffisamment proche de a. lorsque x est proche de a.

2 - Opérations sur les fonctions continues

— Théoréme 7.25 — Continuité des fonctions de référence

¢ Une fonction polynomiale est continue sur R.
e Une fraction rationnelle est continue sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.
« Lafonction inverse est continue sur | — oo, 0[ et sur |0, +oo|.

e La fonction racine carrée est continue sur R,.

— Théoréme 7.26
 Si f et g sont deux fonctions continues, alors la somme f + g et le produit fg sont continues.

Si de plus, g ne s’annule pas, alors le quotient ]—C est aussi continue.
§

« Si f et g sont continues, alors go f est continue.

13
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