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6 ‘ Raisonnement par récurrence

I- Principe du raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est un principe de démonstration visant a établir une propriété portant
sur tous les entiers naturels.

—— Théoréme 6.1 — Principe de récurrence
Soit P, une propriété définie sur N. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
Initialisation : P, est vraie.
Hérédité: Pourtout neN, siP, estvraie alors Py, est également vraie.

alors la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n € N.

Métaphoriquement, on peut se représenter le principe du raisonnement par récurrence comme une
ligne infinie de dominos qu’il s’agirait de faire tomber. Sil’on est capable de faire tomber le premier domino
(i.e. que I'étape d’initialisation est vérifiée) et que la chute d’'un domino fait tomber le suivant (i.e. que
I'étape d’hérédité est vérifiée), alors tous les dominos vont tomber.

On illustre désormais ce nouveau mode de raisonnement sur un exemple, afin d’en fixer les régles de
rédaction (passages surlignés), auxquelles il est TRES VIVEMENT recommandé de se conformer!

Exemple 6.2 - Soit (1) zen Une suite définie par uy =4 et u,+1 = 2u;, — 3 pour tout n > 0.
On souhaite montrer que pour tout entier naturel n, u, > 3.

Brances Jenote Py laproprieé: 1,5
Hesadies S0t 0. Jesuppose ue P et vle e monie e Py Testaus.

Par définition de la suite () nen, Un+1 =2Un —3.
Or par hypothese de récurrence  u, >3, donc

Up+1=2Up—322x3-3=3.

Conclusion:  CommeIa proprieté est vraie pour n = et st héréditaire,
[#10xS prr prECIpe e TGuToR e P eot el poutioutr =10 kel

VneN, u,=3.
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Exemple 6.3 — Soit (14,,) nen Une suite définie par uy =3 et w41 =2u, — 1 pour tout n € N.
Démontrer que pourtout n €N, u, = 2+ 4.

i

20+]

Enoncé: Je note P, la propriété: u, =
Initialisation: Pour n=0, uy;=3 et +1=2"+1=2+1=3. Ainsi Py est vraie.
Hérédité: Soitn > 0. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.

Par définition de la suite () nen, Un+1 =2U, — 1.
Or par hypothése de récurrence u,, =2"*!' +1, donc
Un+1=2Up—1=2x (2" +1)—1=2x2"1 42 1=2""2 4,

_ 2n+1+1

Donc u;41 +1. Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 0 et est héréditaire,
alors par principe de récurrence, P,, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, wu,=2""'+1.

II- Propriété vraie pour n > n

Certaines propriétés dépendant d'un entier naturel n ne sont vraies qu’a partir d'un certain rang ng € N.

ans ce cas, I'étape d’initialisation ne porte plus sur Py (ce qui n’aurait a priori aucun sens) mais sur Py,
D I'étape d'initialisat te pl Po ( ' t ) Pn,
premier rang a partir duquel la propriété P, est vraie. Le principe du raisonnement reste ensuite le méme.

1 1
Exemple 6.4 - Soit (1) ,en une suite définie par u; = — et u,,, = u, + —————— pour tout n € N*,
) 2 (n+1)(n+2)
Démontrer que pour tout n € N*, u,=1- ——

Par définition de la suite (u , Upel=Up+——.
(n)neN n+1 n n+1D(n+2)

Or par hypothese de récurrence u, =1- — donc
n

1 1 1 n+2 1
Up+1 = Up+ =1- + =1- +
(n+1D(n+2) n+l (Mm+1)(n+2) nm+1)(n+2) @m+1)(n+2)
. n+2-1 . n+1 . 1
n+1)(n+2) = m+Dn+2) = n+2°

1
e+l n+l+1

vneN*, u,=1-——.
n+1
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Exemple 6.5 - Démontrer que pour tout n > 6, (n+ 2)? < 2"

Enoncé: Je note P, la propriété: 2" > (n+ e

Initialisation: Pour n=6, 2°=64 et (6+2)°=8°=64. Ainsi7P;s estvraie.

Hérédité: Soitn>6. Jesuppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par hypothése de récurrence, je sais que 2" > (n +2)%. Alors

2= 2% 2" > 2% (n+2)*=2x (N* +4n+4) =2n* +8n+8= (n*+6n+9) + (n* +2n-1)
> 112+6n+9:(n+3)2:((n+1)+2)2.

Remarque : n* +2n—1> 0 pour n > 1 s'obtient facilement en étudiant le polynome de degré 2.
Donc 2" > (n+1+2)%. Finalement, P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 6 et est héréditaire,
alors par principe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 6, i.e.

vn>6, 2">m+2)>%.

III- Récurrences comportant des sommes

— Proposition 6.6

Soit (u#5,) nen Une suite de nombres réels. Alors pour tout entier naturel n € N,

n+l n
Z Up = Uk |+ Un+1.
k=0 k=0

Remarque 6.7 -

o Evidemment, la somme peut débuter & n'importe quel rang :

n+1 n n+1 n
D UR= ) UptUnsl, ) Up= ) UptUpel,  etc.
k=1 k=1 k=2 k=2

 Cette proposition permet de démontrer un grand nombre de formules portant sur le signe X,
al’aide d'un raisonnement par récurrence.

Exemple 6.8 - Démontrer que pour tout n € N,
L nn+l)

) k=—

k=0

1L nn+1)
Lk="
daons =0, ¥ -0 o U070 e
k=0 2 '
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it oo O R G 2 ost G i e €26

&z nn+1
Par hypotheése de récurrence, je sais que Z k= g

Alors
k=0
n+1 n
nn+1 n n+2 m+1)(n+2
k=Y k +(n+1)=¥+(n+1)=(n+1)(—+1)=(n+1)>< _ = Dwed)
k=0 k=0 2 2 2
n+1
n+l)(n+1+1
pone 5 L pitement Py st v el proprieé s héséaie.
k=0 2
z nn+1
YneN, ) k= nn+l)
k=0 2
Exemple 6.9 - Démontrer que pour tout n € N*,
i 2= nn+1)2n+ 1)'
k=1 6
. ., nn+1)2n+1
Enoncé: Je note P, la propriété : Z k* = %
k=1
o Ix(1+1)x2+1) 1x2x3 6
Initialisation: Pourn=1, Zkzzl et ol ) x ( ): . =—=1.
= 6 6 6
Ainsi P; est vraie.
Hérédité: Soitn>1. Jesuppose que P, estvraie et je montre que P, 'est aussi.
L nn+1)2n+1
Par hypothese de récurrence, je sais que Z k= # Alors
k=1
il & nn+1)@2n+1 nn+1)@2n+1) 6(n+1)>?
ZkZ:(Zkz)Jr(nJrl)Z:—( A )+(n+1)2: (n+1)@n )+ (n+1)
k=1 k=1 6 6 6
_ (m+D(n@n+1)+6(n+1)  (n+1)(2n*+7n+6) (n+1)(n+2)2n+3)
h 6 N 6 N 6 '
Donc

nil 2 (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
k=1 6 .

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est vraie pour n = 1 et est héréditaire,
alors par principe de récurrence, P, est vraie pour tout n > 1, i.e.

nn+1)2n+1)

n
vneN*, Y k*=
k=1 6
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