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4 ‘ Suites réelles

I- Notion de suite réelle

Intuitivement, une suite réelle est une liste infinie de nombres réels. Par exemple, la suite des puissances
de2:"1,2,4,8,16,32,64,...". On peut noter une telle liste de nombres "ug, uy,...,uy,..." (lire "u indice n").
up désigne alors le premier terme de la suite (dans notre exemple, ug = 1), u©; le deuxieme terme (ici u; = 2)
et ainsi de suite. u, désigne donc le (n + 1)-ieme terme de la suite.

Définition 4.1 -
o Une suite réelle est une application de N dans R,

N — R

u: .
n =2 un

On note cette suite (14,) nen OU (Uy) >0 OU encore plus simplement (u;,).

o Leréel u, est appelé le terme général de la suite (1) nen-

Exemple 4.2 — Soit (1) ,en la suite définie par u,, = n®-1.

e Le premier terme est e Le troisieme terme est
e Le deuxiéme terme est e Le n-ieme terme est
Remarque 4.3 -

o Alanotation habituelle des fonctions u(#n), on préfére donc la notation indicée u,,.

« Ilestpossible que la suite ne commence pas au rang 0 ou que les termes u, ne soient définis que pour
n > 1 ou de maniere générale pour n > ngp, ol ny est un entier quelconque.
Dans ce cas, on note (uy) ;>1 ou (Uy) p>n,-

Définition 4.4 — Une suite réelle (1) ,en peut étre définie de deux facons différentes :

» explicitement, lorsque I'’expression de son terme général u, est donnée par une formule qui ne
dépend que de n, auquel cas on peut calculer directement n'importe quel terme de cette suite,

o par une relation de récurrence, lorsque 'on donne le premier terme de la suite et une formule
(la relation de récurrence) qui permet de calculer un terme en fonction du précédent :

up=a et upy=f(u,) pourtoutneN.

Exemple 4.5 -

o Soit (4y) nen la suite définie par u, = 2n®>—3n+1. Calculer uz.

e Soit (V) nen la suite définie par vg =3 et VreN, v,41 = —2v,+3. Calculer vy.
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Remarque 4.6 - Quand une suite (u,) ,en est définie par récurrence, le calcul d'un terme nécessite a priori
le calcul successif de tous les termes précédents. Par exemple, pour calculer u;¢y, il est nécessaire de calculer
les 100 termes précédents. Cela peut se révéler trés fastidieux en pratique et on essaie donc, lorsque c’est
possible, de déterminer une formule explicite donnant directement le terme 1, en fonction de n.

II- Suite arithmétique

1 - Définition
Définition 4.7 — Soit (1) nen Une suite. On dit que (1) zen est arithmétique s’il existe un réel r appelé
raison tel que

VneN, upyi=up+r.

On passe d'un terme au suivant en ajoutant toujours le méme nombre r.

+r +r  +r +r
YT YT Y Y
Uo 231 2%} us Up Un+l

Exemple 4.8 - Déterminer si les suites () zen Suivantes sont arithmétiques.

¢ Soit un compte sur lequel il y a 100 euros. On dépose chaque année 10 euros.
Soit 1, le montant sur le compte a I’année n.

¢ Soit un compte sur lequel il y a 100 euros. On dépense chaque année 7 euros.
Soit u, le montant sur le compte a 'année n.

Remarque 4.9 — Pour montrer qu’une suite (#4,)zen €st arithmétique, il suffit de montrer que la différence
entre deux termes consécutifs 1,1 — u, est une constante qui ne dépend pas de 7 (il s’agit de la raison r).

Exemple 4.10 — Déterminer si les suites (1) ,en Suivantes sont arithmétiques.

e PourtoutneN, u,=2n+1.

e PourtoutnelN, u,= n®+1.

2 - Expression explicite

— Proposition 4.11

Soit (u#5,) nen Une suite arithmétique de raison r. Alors pour tout n € N,

Up = Uy + nr.
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Uo 1231 Uz us ce Un

+nr
Remarque 4.12 — Pour des suites dont I'indice débute a n = 1, 'expression devient
Ynzl, u,=u+(n-Dr,

et plus généralement,
Vp=20, Vnz=p, up=up+(n-pr.

Exemple 4.13 -

» Dans le premier cas de I'’exemple 4.8, calculer le montant sur le compte au bout de 10 ans.
La suite (1) ,en €St une suite arithmétique de raison 10 dont le premier terme est uy = 100.
Donc pour tout n € N,

Uy =1ug+nr=100+10n.

Je cherche le montant au bout de 10 ans, i.e. u;g, et
upp=100+10 x 10 = 200.

Il y a donc 200 euros sur le compte au bout de 10 ans.

o Soit (uy) nen Une suite arithmétique de raison 5 et de premier terme 1y = —7. Calculer us et u;gg.
Comme la suite est arithmétique, sa formule explicite est u,, = uy + nr = -7+ 5n.
Donc en remplacant n par la valeur souhaitée, j’obtiens

Us=—-7+5x5==-7+25=18 et ujpg=-7+5x100=-7+500=493.

III- Suite géométrique

1 - Définition
Définition 4.14 - Soit (1) nen une suite. On dit que () nen est géométrique s’il existe un réel g aussi
appelé raison tel que

VneN, uUp+1=¢gxuy.

On passe d’'un terme au suivant en multipliant toujours par le méme nombre q.

xq xq xq xq
YT YT ) Y
Up 231 2% us Up  Un+l

Exemple 4.15 - Déterminer si les suites (1) ,en SUivantes sont géométriques.

 Soit un compte sur lequel il y a 100 euros. Il rapporte chaque année 3% d’intéréts.
Soit u, le montant sur le compte a 'année n.

3
Ajouter 3% a un montant correspond a le multiplier par 1 + e 1+0.03 =1.03.

Comme u,+1 =1.03u,, jesaisque la suite (1) ,en €St géométrique de raison 1.03.
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o Les réserves de pétrole en Alberta diminuent chaque année de 10% et les réserves initiales
étaient de 10''L. Soit u, le nombre de litres lors de 'année n.

10
Retirer 10% a une valeur correspond a la multiplier par 1 — i 1-0.1=0.9.
Comme u,+1 =0.9u,, jesaisquelasuite (u,),en est géométrique de raison 0.9.

Remarque 4.16 — Pour montrer qu'une suite (u,),en est géométrique, il suffit de montrer que le quotient
Un+1

Un

entre deux termes consécutifs (sous réserve que u; # 0) est une constante qui ne dépend pas de 7 (il

s’agit de la raison g).

Exemple 4.17 — La suite (u,) ,en définie par ug =2 et u,4+1 = 2u, —3 pour n > 0 est-elle géométrique ?

Je calcule les premiers termes ug = 2, u; =2ug—3 =1 et up = 2u; —3 = —1 pour comparer les premiers
. p . up 1 Uy 1
quotients de deux termes consécutifs. Or —=— et —=-1#-.
up 2 Uy 2
Donc (u,) ,en N'est pas une suite géométrique.

2 - Expression explicite

— Proposition 4.18

Soit (u5) nen une suite géométrique de raison g. Alors pour tout n € N,

Up=1ugxq".

xq"

Remarque 4.19 - Pour des suites dont I'indice débute a n = 1, 'expression devient
Vn=1, up=uxq"",

et plus généralement,
Vp=>0, Va=p, up=upxq"P.

Exemple 4.20 -

o Dans le premier cas de I'’exemple 4.15, calculer le montant sur le compte au bout de 10 ans.
La suite (1) nen €St une suite géométrique de raison 1.03 et dont le premier terme est 1 = 100.
Donc pour tout n € N,
Uy =upxq" =100x (1.03)".

Je cherche le montant au bout de 10 ans, i.e. u19, et ujg= 100 x (1.03)!° ~ 134.
Il'y a donc environ 134 euros sur le compte au bout de 10 ans.
1
¢ Soit (u,) nen Une suite géométrique de raison g = - et de premier terme 1y = 1024. Calculer u;.

. 1\"* 1024
Comme la suite est géométrique, sa formule explicite est u,, = ug x g = 1024 x (2) ==n

Donc en remplacant n par la valeur souhaitée, j’obtiens

1024 1024

u = — = =
1077510 " 7024
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IV - Suite arithmético-géométrique

1 - Définition

Définition 4.21 — Une suite (u,) zen est dite arithmético-géométrique s’il existe deux réels a et b
tels que
VneN, upyi=au,+bhb.

Remarque 4.22 -

e Sia=1, alors on obtient
VneN, upy1=u,+b.

Autrement dit, (1) nen €St une suite arithmétique de raison b.

e Si b=0, alors on obtient
VnelN, ups=auy.

Autrement dit, (#,) ,en €St une suite géométrique de raison a.

Exemple 4.23 — On veut placer 100 euros sur un compte rémunéré a 5%. Chaque année, la banque
réclame 3 euros de frais. On note u, le montant sur le compte au bout de n années.

2 - Expression explicite

Méthode 4.24 — Trouver la formule explicite d'une suite arithmético-géométrique
Soit (#,) nen une suite arithmético-géométrique de la forme  uy,41 = au, + b.
Pour exprimer 1, en fonction de n, on procede selon les étapes suivantes :

1. On cherche le point fixe, c’est-a-dire 'unique réel a tel que @ = aa + b.

2. On introduit une suite auxiliaire (v;,) ,en, définie par v, = u, —a pour tout n € N,
et on montre que la suite (v,) en €St une suite géométrique de raison a.

3. On exprime pour tout entier n € N, le terme v, en fonction de n puis on en déduit le terme uj
en fonction de n.

Exemple 4.25 — Soit (1) nen 1a suite définie par uy = 2 et pour tout n € N, 141 =3u, —8.
Exprimer u; en fonction de n pour tout n € N.
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3. Le premier terme de la suite (vy;)zen €St Vg = Ug—4 =2 —4 = 2.
Et puisque la suite (v;) ,en €St géométrique de raison g = 3, alors pour tout n € N,

vp=vyxq"'t=-2x3"
J'obtiens une formule explicite pour v, et je sais que u, = v, + 4 alors j’en déduis que

VneN, u,=v,+4=-2x3"+4.

V- Symbole sommatoire et calculs de sommes

1- Symbole sommatoire X

Le symbole X permet d’écrire des sommes de maniére compacte.

Définition 4.26 — Soient n un entier et uy, uy, ..., U, des réels.
n
La somme des n réels u; + uy + -+ - + u;, se note Z u;. Autrement dit,
i=1

n
Y ui=ur+up+-ee+ up.

Exemple 4.27 — Calculer les sommes suivantes.

7
o Y k=1+2+43+4+5+6+7=28
k=1
D Gl

— L +3
)

+4°+5%2+6°=1+4+9+16+25+36=91

2]+1 =2x0+1)+2x1+1)+2x2+1)+(2x3+1)+(2x4+1)+(2%x5+1) =1+3+5+7+9+11 =36

[v]:

l1+1+---+1=n
_,_/
n fois

T

Remarque 4.28 -

» L'avantage de cette notation est de supprimer les points de suspension. Certes, il faut un peu de temps
pour maitriser cette nouvelle notation, mais une fois maitrisée, elle s’avere bien plus pratique et plus
rigoureuse que la notation avec les points de suspension.

« Comme on peut le voir sur les exemples ci-dessus, une somme peut commencer a 0, a 1, mais aussi a
n'importe quel entier naturel.

¢ Le choix de la lettre qui apparait en indice n'importe pas. Ainsi

100 100 100
Y k=Y p*=) a*=1*+2°+3*+---+100°.
= a=1
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— Proposition 4.29 — Linéarité de la somme

Soient (up) nen €t (V) nen deux suites numériques et A un réel. Alors

iuka) (Zuk)+(2vk) et iuuk):ax(éuk).

k=0 k=0

Démonstration.
n n
Y (uk+vi) = (wo+vo) + (ur + V1) + (U + V) + -+ (Wp+vy) Y (Auk) = Aug) + (Auy) + -+ + (Auyp)
k=0 k=0
=(uo+ur+-+up)+(vo+vi+-+vy) =A% (Ug+up+-++uy)

n n n
= (Z u/\-) + (Z v/‘-) =Ax (Z uk)
k=0 k=0 k=0

2- Somme des termes d’une suite arithmétique

—— Théoréme 4.30 - Somme des 7 premiers entiers naturels

Pour tout entier n > 1,

n
Y k=1+2+---+ _nnr )

=1 2

— Corollaire 4.31 - Somme des termes d’une suite arithmétique

Soit (#,) nen une suite arithmétique de raison r. Alors

n nn+1
vneN, Zuk=(n+1)xu0+rx¥.

k=0

Démonstration. Comme (14,,) ,epy est une suite arithmétique, alors pour tout k€ N, 1 = 1+ nk. Et

=0 k=

oo £ £

nn+1
=(n+1)xuy+rx g

Exemple 4.32 -
100
e Calculer )_ k.
k=1
Il s’agit de 1a somme des 100 premiers entiers.
J’applique directement la formule de la Proposition 4.30 avec n = 100 :

100 100 x 101 100
Y k=———=—x101=50x 101 = 5050.
k=1 2 2
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e Calculer S=1+4+7+10+---+58+61 +64.
Je reconnais les termes d'une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme g = 1.
Le dernier terme de cette somme est u;, = 64 et je cherche son rang, i.e. la valeur de n.
Je sais que u, = up + nr =1+3n, donc

63
Up,=64 < 1+3n=64 < 3n=63 <<— n:§:21.

21 x 22

=22+3x21x11=22+693 =715

21 21 21 21
ST Z(1+3k):(z 1)+3X(Zk):22+3x

k=0 k=0 k=0 k=0

3- Somme des termes d’'une suite géométrique

—— Théoréme 4.33 - Somme des premieres puissances d’un entier g
Pour tout réel g # 1 et tout entier n > 1,
n 1-— qn+1

Y g"=1+q+q*+-+q"=
k=0 1-q

— Corollaire 4.34 - Somme des termes d’une suite géométrique

Soit (u#5) nen Une suite géométrique de raison g # 1. Alors

n l_qn+1
VneN, Zuk=u0x—.
k=0 l-q

Démonstration. Comme (1,,) ,epy €st une suite géométrique, alors pour tout k€ N, 1y = 19 % q"'. Et

n A,qu+l

n n
N ur =Y (upx g% = up (Z q"') = ug x IT

k=0 k=0 k=0 q

Exemple 4.35 -

no(o k
« Calculer )_ (—) .
=0 \3

2
Il s’agit de la somme des 7n + 1 premieres puissances de 3
. . . 2
J’applique directement la formule de la Proposition 4.33 avec g = B :

')n+l

e CalculerS=1+2+4+8+16+32+---+1024 +2048.
Je reconnais les puissances de 2, de 1 = 29 32048 = 2!, Ainsi
1— 211+1 1— 212

11
S=Y 2k= —— = ——— =—(1-4096) = 4095.
k=0 a a
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