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10 ‘ Variables aléatoires réelles

I- Généralités sur les variables aléatoires

1 - Définitions et exemples

Quand on étudie une probabilité, 'univers Q (I’ensemble des résultats possibles) n’est pas forcément
composé d’objets mathématiques : par exemple { PILE, FACE}. Dans ce cas, a chaque issue, on associe un
nombre réel. On définit ainsi une fonction de I'univers QO dans R. On peut par exemple considérer le gain
obtenu a I'issu d'un jeu de hasard ou encore le temps d’attente d'un bus.

Définition 10.1 — Une variable aléatoire X est une application X : Q — R.
On appelle support de X et on note X(Q2) I'ensemble des valeurs prises par X.

Exemple 10.2 - Tout au long de ce chapitre, on s’appuie sur les deux exemples suivants pour illustrer
les différentes notions rencontrées :

1. Un sac contient cing jetons numérotés de 1 a 5. Pour jouer une partie, on doit miser 1€. On tire
au hasard un jeton. Si on tire le numéro 1 on gagne 4€, si on tire un numéro pair on regoit 2€
et rien sinon. On note X le gain (algébrique).

X est une variable aléatoire et son support est donné par

X(Q) =

2. On lance deux dés équilibrés et on note X la somme des deux résultats obtenus.
X est une variable aléatoire et son support est donné par

X(Q) =

2 - Evénements associés a une variable aléatoire

Définition 10.3 — Soient X une variable aléatoire sur Q et x € R un réel. On note
(X=x]={weQ| X(w) = x}.

Il s’agit de 'ensemble des issues de 'univers dont I'image par la variable aléatoire X est x.
De la méme maniere, on définit

X<xl={weQ|X(w) <x}, X<x]l={weQ|X(w) < x},

X>xl={weQ|X(w) > x}, (X>x]={weQ|X(w)> x}.

Si x et y sont deux réels tels que x < y, alors on note
[x<X<y]={weQlx< X)L y}.
Plus généralement, si I désigne une partie de R, on note

[Xel]={weQ|X(w) €I}
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Exemple 10.4 - Calculer P([X = 3]) et P([X < 2]) dans les deux exemples de I'Exemple 10.2.
1.

— Proposition 10.5

Soit X une variable aléatoire définie sur Q. Alors {[X = x] | x € X(Q)}, ensemble des événements [X = x]
pour toutes les valeurs x du support X(Q2), forme un systéme complet d’événements. En particulier,

Y P(X=x])=1.

xXeX(Q)

Exemple 10.6 - Donner un systeme complet d’événements pour chacun des deux exemples de
I’Exemple 10.2.

1. Un systeme complet d’événements est donné par

2. Un systéme complet d'événements est donné par

Remarque 10.7 — Dans toute la suite, on convient d’alléger la notation P([X = x]) en P(X =x)
etil en est de méme pour les autres ensembles.

3 - Loi d’une variable aléatoire finie

Définition 10.8 — Soit X une variable aléatoire sur Q. On appelle loi de la variable aléatoire X
la donnée de toutes les probabilités P(X = x) pour tous les réels x € X (Q).

O‘O Méthode 10.9 - Donner la loi de probabilité d’une variable aléatoire finie
1. On détermine le support X(Q), i.e. 'ensemble des valeurs prises par X.
2. On calcule la probabilité P(X = x) pour tout x € X(Q).

On résume souvent la loi sous la forme d’un tableau avec sur la premiére ligne I'ensemble des valeurs
prises par X et sur la seconde ligne les probabilités correspondantes.
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Exemple 10.10 - Déterminer la loi de X dans les deux exemples de I'Exemple 10.2.

1. Pour déterminer la loi de la variable aléatoire X, je dois calculer les probabilités de tous les
éléments du support. Alors en calculant le nombre d’issues favorables, j’obtiens que

2 2 1
PX=-1)=-, PX=1)=- et PX=3)=-.
5 5 5
Je résume cela dans le tableau suivant :
X -1 |1 3
2 2|1
PX=x)| = | = | =
5 5 | &
2. De la méme maniere, je calcule les onze probabilités
1 2
P(X=2)=P({(1,1}) = 36’ P(X=3)=P({(1,2),2,1}) = 36’
20 O
3
P(X:4):1)({(1,3),(2,2),(3,1)}):%, etc.
Finalement j'obtiens le tableau suivant :
x 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
1 2 3 4 5 6 5
PX=X) | = | = | = =|l=|=|=|=|=|=| =
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Remarque 10.11 - On n’'oublie pas de vérifier a chaque fois que la somme des probabilités inscrites dans
le tableau fait 1.

4 - Fonction de répartition d'une variable aléatoire

Définition 10.12 — Soit X une variable aléatoire définie sur Q2. On appelle fonction de répartition
de la variable aléatoire X et on note Fx la fonction définie sur R par

Fx(x) =P(X < x).

Les valeurs prises par Fx sont des probabilités donc toujours comprises entre 0 et 1.

— Proposition 10.13

Soit X une variable aléatoire finie. On note le support X(Q) = {xl,xg,...,xn} avec X1 < X2 <...< Xp.
Alors

0 si X< X,
P(X =xp) six; < Xx<x,

Fx(x)=4 P(X=x1)+P(X =x) Sixo < x< X3,
PX=x))+P(X=x2)+--+P(X=x) Sixp<x<Xks1, (pour 3<k<n-1)
1 six,<x

En particulier Fy est constante sur chaque intervalle [xk, Xkt1 [, c’est-a-dire entre deux valeurs consé-
cutives du support.
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Exemple 10.14 — Calculer la fonction de répartition de X dans les deux exemples de 'Exemple 10.2.
1. Je sais que le support vaut X(Q) = { -1, 1,3}. Alors
e lorsque x < -1, Fx(x)=0,

o lorsque -1 < x<1, Fx(x)=PX=-1)=

e lorsque 1 <x<3, Fx(x)=PX=-1)+P(X=1)=
e lorsque x >3, Fx(x)=1.

Je résume ceci par 0 six<-1,
g si—-1<x<1,
Fx(x) = 4
- sil<x<3,
1 six>3.
Et voici le tracé de la fonction de répartition :
y
1+
08+ &—m
0.6 +
.974__
0.2 +
9 -8 7 6 -5 4 -3 -2 10| 1 2 3 4 5 6 7 8 9%

2. Je sais que le support vaut X Q) [2,12]. Alors
o lorsque x <2, Fx(x)=

1
e lorsque2 < x<3, Fx(x)=P(X=2)= =
| 3<x<4, Fx(x)=P(X=2)+P(X=3)= ! 2 ’
e lorsque 3 < x <4, =—,
q * 36 36 36

1 2 3 6
e lorsque4 < x<5 Fx(x)=PX=2)+P(X=3)+PX=4)=—+—+—=—,
q x (x) ( ) ( ) ( )= 36736 "36 " 38

e etc.
Je résume ceci par 0 six<2,

1
—  s8i2<x<3,
36
’ i3<x<4

P = 5 si3< x<4,
etc.
35 .
— sill<x<12,
36
1 six>12.

Et voici le tracé de la fonction de répartition :

y
1+

0.8 i

0.6 + -—

0.4+ =

0.2 T [ E—

-2 =10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16%
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—— Proposition 10.15

La fonction de répartition d'une variable aléatoire X détermine parfaitement la loi de X. Autrement
dit, si deux variables aléatoires ont la méme fonction de répartition alors elles suivent la méme loi.

II1- Moments d’une variable aléatoire finie

1- Espérance

Définition 10.16 — Soit X une variable aléatoire définie sur Q dont le support est noté
X(Q) = {xl, X2,y xn}. Laloi de X est donnée par le tableau suivant :

Xi X1 X2 Xn
PX=x)) | p1|p2]| | Pn

On appelle espérance de X le réel, noté E(X), défini par

n
E(X):inP(X:xi):xlxp1+x2><p2+m+xn><pn.
i=1

Remarque 10.17 —
o Lespérance E(X) correspond a la moyenne des valeurs x; affectées des fréquences p;.

o Dans le cas particulier d'un jeu, I'espérance E(X) est le gain moyen par partie qu'un joueur peut es-
pérer obtenir s'il joue un grand nombre de fois. Le signe de E(X) permet de savoir si le joueur a plus
de chances de gagner que de perdre. Si E(X) =0, on dit que le jeu est équitable.

Exemple 10.18 — Calculer I'espérance de X pour chacun des deux exemples de I'Exemple 10.2.

1.
2.

— Proposition 10.19 — Linéarité de I'espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires finies définies sur Q et a et b deux réels. Alors

EX+Y)=EX)+E(Y) et E(aX+b)=aEX)+Dh.

Exemple 10.20 - On lance un dé non truqué et on note X le numéro obtenu.
Soient g la fonction définie par g(x) =2x+3 et Y = g(X) =2X +3. Déterminer 'espérance de Y.
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[ Théoréme 10.21 - Théoréme de transfert

Soit X une variable aléatoire finie. On note le support X(Q) = {x,...,x,}. Soit g une application
de X(Q) dans R. Alors I'espérance de g(X) est donnée par

n
E(g(X)) =) gx)P(X = xy).
i=1

Exemple 10.22 — On considére la fonction g(x) = x?. Calculer E (g(X)) pour chacun des deux
exemples de 'Exemple 10.2.

1.

Remarque 10.23 —

¢ Le théoreme de transfert montre que pour calculer 'espérance de g(X), il est inutile de déterminer la
loi de g(X) : il suffit de connaitre la loi de X.

« Ce théoreme est principalement utilisé pour calculer E(X 2), I'espérance du carré d'une variable aléa-
toire, quantité nécessaire au calcul de la variance de X en utilisant la formule de Kénig-Huygens.

2 - Variance

Définition 10.24 — Soit X une variable aléatoire finie.

e On appelle variance de X le réel, noté V (X), défini par
% 2
V(X)=)_ (xi— EX)) P(X = x;).
i=1

e On appelle écart-type de X et on note o(X) le réel
g(X)=+vV(X).

Remarque 10.25 - La variance mesure la dispersion de la variable aléatoire par rapport a son espérance.

—— Théoréme 10.26 - Formule de Konig-Huygens

Soit X une variable aléatoire finie. Alors

V(X) = E(X?*) - E(X)%.

0.0 Méthode 10.27 - Calculer la variance d’'une variable aléatoire
1. On calcule E(X?) grace au théoréme de transfert.

2. Puis on utilise la formule de Kénig-Huygens: V(X)=E (Xz) —E(X)2.
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Exemple 10.28 — Calculer la variance V (X) pour les deux exemples de 'Exemple 10.2.
. 13

1. Jai déja calculé E(X?) dans la partie précédente et trouvé que E(X?) = —
J

3 g 9
Par ailleurs E(X) = = donc E(X)?= = Alors d’apres la formule de Konig-Huygens,
I

. , 13 9 65 9 56
VX)) =E(XY)-BEXP=—- =2 - =2
5 25 25 25 25

329

6
Par ailleurs E(X) =7, donc E(X)2 =49. Alors d’apres la formule de Konig-Huygens,

2. J’ai déja calculé E(XZ) dans la partie précédente et trouvé que E(XZ) =

5 329 329 294 35
X)) =——-49= =

6 6 6 6

— Proposition 10.29

Soient X une variable aléatoire finie et a et b deux réels. Alors
V(aX+b) =a’*V(X).

En particulier
V(X +b) =V(X).

Remarque 10.30 - Contrairement a I'espérance, la variance N’est PAS linéaire.

Exemple 10.31 - On lance un dé non truqué et on note X le numéro obtenu. Soit Y =2X +3.
Calculer la variance de la variable aléatoire X puis celle de Y.

1
Il s’agit d’'une situation d’équiprobabilité et Vk € [1,6], P(X =k)= =
7
J’ai déja calculé I'espérance et trouvé que E(X) = >
En appliquant le théoréme de transfert, je trouve
L 6,1 18 , 12+422+32+4%2+52+6%> 91
E(X*) =Y K*PX=k=) k=== k*= =—.
k=1 =1 6 645 6 6

Alors d’apres la formule de Konig-Huygens,

91 (7)2_91 49 182 147 35
N 6 4 12 12 12

Enfin d’apres la Proposition 10.29,

; 35 35
V(Y)=V(@2X+3)=2°V(X)=4x B = Bk

Remarque 10.32 - Lorsqu’'une variable aléatoire admet une espérance nulle, on parle de variable centrée.
Si en plus, son écart-type vaut 1, alors on parle de variable centrée réduite.
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II1- Lois usuelles

1 - Loi uniforme

Définition 10.33 - Soit un couple d’entiers (a, b) € Z? avec a < b. Une variable aléatoire X suit une
loi uniforme sur [[a, b] lorsque son support vaut X(Q) = [a, b] et que chaque valeur a la méme pro-
babilité d’arriver :

vkelab], P(X=k= %

avec n le nombre de valeurs dans l'intervalle [a, b], i.e. n=b—a+1. Onnote X —U([a, b]).
Exemple 10.34 - Deux exemples classiques :

1. Onlance un dé non truqué et on note X le numéro obtenu.

2. Ontire au hasard une boule dans une urne contenant »n boules numérotées de 1 a n et on note X
le numéro obtenu.

— Proposition 10.35

Soient n € N* et X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur I'intervalle [1, n].
Alors 'espérance et la variance de X sont données par

n+l n?-1

E(X) = et V(X)= 12

Proposition 10.36

Soient (a, b) € 7% avec a < b et X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur I'intervalle [a,b].
Alors la variable aléatoire X — a + 1 suit une loi uniforme sur l'intervalle [[1,b— a + 1] et I'espérance et
la variance de X sont données par

n¢-1

12

a+b
EX) = —2 et V(X)=

oun=>b-a+1 estle nombre de valeurs.

2— Loi de Bernoulli

Définition 10.37 — Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p € ]0,1[ lorsqu'il
n'y a que deux issues possibles, i.e. X(Q) = {0,1}, et que

PX=1)=p et P(X=0)=1-p.

On note X — B(p).
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Une épreuve de Bernoulli est une épreuve aléatoire qui comporte exactement deux issues : I'une que
I'on qualifie de "succes", de probabilité p, et 'autre que I'on qualifie d’"échec", de probabilité 1 — p.
On réalise une fois cette épreuve de Bernoulli et si'issue est un "succeés", la variable aléatoire prend la valeur
X =1, sinon elle prend la valeur X = 0.

Exemple 10.38 - On lance une piece équilibrée et on note X la variable aléatoire qui prend la valeur 1
sile résultat est PILE et 0 sinon.

— Proposition 10.39

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p € ]0,1[.
Alors I'espérance et la variance de X sont données par

EX)=p et V(X)=pd-p).

Remarque 10.40 — Lorsque p = 1, i.e. que le support est restreint a un unique élément, on parle alors de
loi certaine. Les lois certaines sont caractérisées par une variance nulle.

3 - Loi binomiale

Définition 10.41 — Lexpérience aléatoire qui consiste a répéter n fois une épreuve de Bernoulli de
parametre p, a 'identique et de maniére indépendante, est appelée un schéma de Bernoulli de pa-
rametres n et p.

La variable aléatoire X égale au nombre de succes obtenus au cours des n épreuves de ce schéma de
Bernoulli suit une loi binomiale de parametres 7 et p. On note X — B(n, p).

Exemple 10.42 - On lance dix fois de suite une piéce équilibrée et on note X le nombre de PILE
obtenus.

Dans les cas o1 n =2 ou n = 3, on peut modéliser la situation a I’aide d'un arbre.
1. Casn=2
On répete deux épreuves de Bernoulli de paramétre p, successivement et de maniere indépendante.

9]
\"’G
9]

/ q
ﬁg/
\

q

9] Wl

Ol

La variable aléatoire X, égale au nombre de succes, suit une loi binomiale de parameétres n =2 et p.

Nombre de succes k | 0 1
P(X=k) g | 2xpxq | p?

2. Casn=3
On répéte trois épreuves de Bernoulli de parametre p, successivement et de fagcon indépendante.
Lexpérience comporte 23 = 8 issues, chacune de ces issues pouvant étre schématisée a I'aide d’un

mot de trois lettres :
{sss, $SS, 555,558, 555,553, 5SS, sss} .
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Pour obtenir la loi de probabilité de la variable aléatoire X, égale au nombre de succés, on dresse un
arbre et on compte le nombre d’issues contenant k succes.

» " s — §SS

" g 5 — SSS

’ S p -
p *3/5 — §5S
S SS

q S — 8SS

) gt —5 588

G=1-P~e — q S — SSS
S | __
s 558
g S — S5

La variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres n = 3 et p.

Nombre de succes k | 0 1 2 3
P(X=k) G | 3xpxq* | 3xp*xq | p®

Définition 10.43 — Soient n un entier naturel non nul et k un entier tel que 0 < k < n.
Si on représente par un arbre une série de n épreuves de Bernoulli, le coefficient binomial, noté ( k)’

est le nombre de chemins réalisant k succes parmi n épreuves répétées.

Remarque 10.44 - n n
¢ Un seul chemin permet d’obtenir 0 succés ou n succes consécutifs, donc ( ) = ( =1.

n
¢ Ilya n chemins différents qui permettent d’obtenir un seul succes. Ainsi (1) =n.

—— Proposition 10.45

Pour tout entier n > 1 et tout k € [0, n],

n| _ n! _n(n—l)-~~(n—k+1)
k| kln-k)! k! ‘

— Corollaire 10.46

Soit n € N*. Les trois valeurs principales a retenir pour les coefficients binomiaux sont les suivantes :

o (e )

Pour les coefficients suivants, il suffit de rajouter des facteurs au numérateur (en retirant 1 a chaque
fois au précédent) et au dénominateur (en ajoutant 1 a chaque fois au précédent).

— Proposition 10.47
Pour tout entier n € N et tout k € [0, ],

 Relation de symétrie des coefficients : o Formule du triangle de Pascal :
n| (n n-1 N n-11 (n
n-k| \k k-1 k) \k

Remarque 10.48 — La formule du triangle de Pascal permet de déterminer les coefficients binomiaux de
proche en proche.

10



Mathématiques 2023/24 Ch. 10— Variables aléatoires réelles ECT1

Exemple 10.49 — Calculer les coefficients binomiaux suivants.

4 5
o ()
2 2
11 3
1 0
— Proposition 10.50
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale 5(n, p) de parametres n et p. Alors le support

de X vaut X(Q) = [0, n] et pour tout entier k tel que 0 < k < n, la probabilité d’obtenir k succes est
donnée par

P(X=k) = (Z) x p*x (1-p)" k.

— Proposition 10.51

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n € N* et p € ]0, 1 [
Alors 'espérance et la variance de X sont données par

EX)=np et V(X)=npl-p).

Exemple 10.52 — Dans une entreprise de vente par correspondance, une étude statistique a montré
que 40% des clients choisissent I'option Livraison Express. On préleve au hasard 30 bons de com-
mande. On considére que le nombre de bons de commande est suffisamment important pour que
I'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 30 bons.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de bons portant la mention Livraison Express.

1. Déterminer la loi de X en justifiant soigneusement.

2. Calculer I'espérance E(X) et interpréter le résultat.

4 — Formule du binome de Newton

— Théoréme 10.53 — Formule du binéme de Newton
Soient a et b deux réels de R et n un entier de N. Alors

(d+b)n: i (n)akbn_k-
k=0 k

Exemple 10.54 - Développer (2 + x)° a I'aide du bindme de Newton.

11
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